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Einleitung

Motivation

Die rasante Entwicklung der Computertechnik in den letzten Jahren ging einher mit einem verstark-
ten Finsatz von Simulationsmethoden in allen Bereichen der Wissenschaft. Insbesondere hat sich der
Einsatz von Monte-Carlo-Methoden zur Untersuchung komplexer physikalischer Modelle, z.B. von Gitte-
reichtheorien, als eine sehr fruchtbare Anwendung statistischer Methoden herausgestellt [1][2]. Als wohl
prominentestes Beispiel von Gittereichtheorien gestattet die Gitterformulierung der Quantenchromodyna-
mik (QCD) eine nicht-stérungstheoretische Beschreibung der Theorie der starken Wechselwirkung. Damit
war es erstmals moglich ausgehend von Grundprinzipien, zu erklaren, weshalb Quarks, fundamentale Bau-
steine der Materie, niemals einzeln beobachtet werden kdnnen. Stattdessen sind sie nur in farbneutralen
Kombinationen aus meist 2 oder 3 Quarks anzutreffen.! Weiterhin erlaubt die Gitterformulierung, Aus-
sagen liber das physikalische Spektrum der Theorie, vorhandene Phaseniiberginge und Eigenschaften
bislang nicht beobachteter Teilchen, z.B. von Gluonbéllen, zu gewinnen.

Besonderes Interesse gilt auch dem abelschen Higgsmodell?, welches in seiner Vielschichtigkeit zwi-
schen den einfachen und leichter zugénglichen Modellen der statistischen Physik und den komplexen,
aber numerisch aufwiindigeren® Modellen der Quantenfeldtheorie steht und vielfiltige Anwendungsberei-
che besitzt. So wird es z.B. in der Festkdrperphysik als effektives Modell der Supraleitung [4] oder zur
Beschreibung von Fliissigkristallen [5] verwendet. Aber auch in der Kosmologie im Zusammenhang mit
der Beschreibung der Baryogenese, in Modellen kognitiver Netzwerke [6] und natiirlich in der Teilchen-
physik wird das abelsche Higgsmodell (AHM) diskutiert. Aus quantenfeldtheoretischer Sicht beschreibt
das AHM die skalare Elektrodynamik und verfiigt anstelle der fermionischen Ladungstriger der Quante-
nelektrodynamik tiber skalare Materiefelder. Die Freiheitsgrade des Modells sind demnach durch skalare
Materiefelder (Higgsfelder) und abelsche Eichfelder gegeben.

In der statistischen Physik ist man an den Erwartungswerten der aus den Feldern gebildeten Observa-
blen interessiert. Dazu ist die Berechnung von Funktionalintegralen nétig. Um eine numerische Auswer-
tung zu ermdglichen, ist es natiirlich, die Raum-Zeit als Trager dieser Felder zu diskretisieren und damit
das Funktionalintegral durch hochdimensionale gew6hnliche Integrale zu ersetzen. So aufbereitet ist das
System Methoden der statistischen Physik, speziell den Monte-Carlo-Verfahren, zugénglich.

Die Uberfiihrung des Systems auf das Raum-Zeit-Gitter ist allerdings nicht eindeutig. In dieser Arbeit

IKiirzlich konnten zudem Pentaquark-Zustéinde nachgewiesen werden, die aus 5 Quarks bestehen [3].

2In den jeweiligen Anwendungsgebieten heift das Modell auch wahlweise Ginzburg-Landau-Modell mit U(1)-Eichfeld
oder skalare Elektrodynamik

3In dieser Arbeit wird die neue Rechtschreibung verwendet.



EINLEITUNG 2

wird das 3-dimensionale AHM in der kompakten Gitterformulierung (cAHM3) untersucht. Damit besitzt
es eine aus der QCD bekannte Eigenschaft: Den Einschluss von Testladungen [7]. Die Kompaktheit der
Eichfelder erméglicht die Existenz spezieller topologischer Defekte, d.h. von Monopolen/Antimonopolen
(instantonartige Anregungen in 3 Dimensionen) und Strings. In der reinen U(1)-Eichtheorie oder bei
lediglich schwacher Wechselwirkung zwischen Eichfeld und Materiefeld liegt ein dichtes Plasma aus topo-
logischen Defekten vor, welches den Einschluss der Testladungen erwirkt [7]. Bei einer starkeren Kopplung
zwischen Eichfeld und Materiefeld geht das System in die Higgs-Phase iiber. Dabei sinkt die Anzahl der
topologischen Defekte, Monopole und Antimonopole bilden neutrale Dipolpaare und der Einschluss wird
zerstort [8]. Der Einfluss topologischer Defekte auf die Phasenstruktur und auf Korrelationsfunktionen
ist Gegenstand aktueller Forschung.

Die Phasenstruktur des Modells ist bereits seit lingerem von Interesse [9]. Trotz grofer Anstren-
gungen bleiben aber weiter einige qualitative und viele quantitative Fragen offen. So ist z.B. die Art
des Uberganges zwischen den Phasen fiir grofie Selbstkopplungen des Modells im Falle einfach geladener
Materiefelder (fundamentale Darstellung) umstritten. Da vermutlich kein gewohnlicher Phaseniibergang
zweiter Ordnung vorliegt [8], wird ein Kosterlitz-Thouless-artiger Ubergang vermutet [10]. Gleichzeitig
wird eine negative anomale Dimension des Photonpropagators postuliert. Fiir kleine Selbstkopplungen
liegt ein Phaseniibergang erster Ordnung vor [11]. Diejenige Selbstkopplung zu bestimmen, bei welcher der
Phaseniibergang erster Ordnung verschwindet, wére eine der zu betrachtenden quantitativen Aufgaben.

Kiirzlich wurde die Phasenstruktur des cAHM3 im Falle zweifach geladener Materiefelder untersucht
[12]. Dies geschah allerdings im London-Limes, d.h. mit eingefrorenen radialen Freiheitsgraden des Ma-
teriefeldes. Eine Analyse der Phasenstruktur im vollen Modell erscheint wiinschenswert.

Wichtige Eigenschaften des Modells lassen sich aus Korrelationsfunktionen gewinnen. Ein prominentes
Beispiel stellt der Photonpropagator dar. Da dies eine eichabhéngige Grofle ist, muss vor ihrer Messung
eine Eichfixierung vorgenommen werden. Aus verschiedenen Griinden, z.B. der gewiinschten Transver-
salitdt des Propagators, wird dazu iiberlicherweise die Landau-Eichung gewahlt. Die Eichfixierung ist
ein hochst nicht-triviales Optimierungsproblem, zumal ihre Giite das gemessene Verhalten des Propa-
gators stark beeinflusst. Eine genaue Analyse der auftretenden Probleme ist daher notwendig, um eine

zuverlassige Messung der Propagatoreigenschaften zu erméglichen.

Methodischer Ansatz

Der Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der numerischen Untersuchung folgender Eigenschaften des
kompakten 3-dimensionalen abelschen Higgsmodells auf dem Gitter mit einfach bzw. mit zweifach gela-
denen Materiefeldern:

e Analyse der qualitativen Phasenstruktur: die Art des Phaseniibergangs, Unterscheidung der Phasen.

e Bestimmung der quantitativen Phasenstruktur: Messungen kritischer Kopplungen und Exponenten,
Auffinden von Ubergangspunkten.

e Untersuchung des Photonpropagators: Probleme bei der Eichfixierung, Eigenschaften des Propaga-
tors.
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Die numerische Umsetzung erfolgt mit Methoden der statistischen Physik. Dabei kommen Monte-Carlo-

Methoden, Reweighting-Algorithmen und Verfahren der Datenanalyse und Fehlerberechnung zum Ein-

satz.

Aufbau der Arbeit

1.

Im ersten Kapitel wird zunéchst der grundlegende Begriff des Funktionalintegrals wiederholt. An-
schlieRend wird das abelsche Higgsmodell im Kontinuum betrachtet. Der folgende Ubergang auf das
Gitter wird etwas genauer ausgefiihrt, da das daraus resultierende Modell in seiner Gitterformulie-

rung den Ausgangspunkt fiir die numerische Simulation darstellt.

. Das zweite Kapitel beginnt mit Markov-Prozessen, die die Grundlage von Monte-Carlo-Simulationen

bilden. Insbesondere werden die verwendeten Verfahren (Metropolis-Algorithmus, Wirmebad-Algo-
rithmus) zunéchst allgemein vorgestellt und anschliefend auf das abelsche Higgsmodell adaptiert.
Der darauf folgende Abschnitt widmet sich der Fehleranalyse. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels
werden Reweighting-Verfahren engefiihrt.

Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit der Phasenstruktur des abelschen Higgsmodells. Nach der
Einfiihrung einiger Grundbegriffe werden Grenzfille des Modells betrachtet. Danach folgt eine Defi-
nition der verwendeten Observablen. Die Ergebnisse der Analyse fiir den Fall einfach bzw. zweifach

geladener Materiefelder werden nachfolgend vorgestellt.

Das letzte Kapitel ist dem Photonpropagator gewidmet. Nach einer Definition des Propagators wird
das Eichfixierungsverfahren genau untersucht. In den folgenden Abschnitten werden die Ergebnisse

fiir den Propagator beschrieben und ausgewertet.

Abschlieflend erfolgt eine Zusammenfassung und ein Ausblick.






Kapitel 1

Pfadintegrale und Gittereichtheorien

1.1 Quantisierung mit Pfadintegralen

Auf Dirac [13] und Feynman [14] geht eine wichtige Umformulierung der Quantenmechanik, die sogenann-
te Pfadintegrale verwendet, zuriick. Viele moderne Entwicklungen, insbesondere in der Gitterformulierung
von Quantenfeldtheorien, stiitzen sich auf diesen Formalismus. Die Verwendung von Pfadintegralen ge-
stattet auf klare und einfache Weise eine Behandlung der jeweiligen Theorie sowohl auf der Ebene der
Storungstheorie, als auch nicht-storungstheoretische und numerische Untersuchungen. Weiterhin erlaubt
sie eine neuartige Interpretation der Wahrscheinlichkeitsamplitude als ,,Summe iiber Historien"“.

In diesem Abschnitt soll die Verwendung von Pfad- und Funktionalintegralen motiviert werden. An-
schliefend an die Beschreibung von Pfadintegralen der Quantenmechanik werden Funktionalintegrale der
Quantenfeldtheorie vorgestellt. AuRerdem wird auf den Ubergang zu imaginiren Zeiten eingegangen. All
dies geschieht naturgemif sehr kurz. Eine detaillierte Behandlung findet sich in der Literatur, z.B. in den
Standardwerken [15][16][17]. Weitere Quellen sind im Text aufgefiihrt.

1.1.1 Pfadintegrale und Wick-Rotation

In der Quantenmechanik lassen sich Matrixelemente zwischen verallgemeinerten Eigenzustinden der Orts-
operatoren im Heisenberg-Bild durch sogenannte Pfadintegrale ausdriicken. Sei der Hamiltonoperator
eines 1-dimensionalen Systems von der Form
P2
H=T+YV, T=—.
2m

Dann gilt! (mit xx.1 = 2’) [18]

(2 |e7 W DH |g) = (2! ¥|z,t) = lim Ny [ day...dend(z — 21)e! Do (@ —o)* 525 —V(@)An - (q 1)
N—oo

mit dem Normierungsfaktor Ny

m )N/2

Ny = ( 12w At

Im verwendeten Einheitensytem sei hi=c=kp =1
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In formaler Schreibweise
(2’ |z, t) :N/Dmei J! drLa(r) ()
:N/Dmeis[x], (1.2)
L und S bezeichnen hierbei die klassische Lagrangefunktion bzw. Wirkung
Liw,#) = D4 V() Sl = /dTL(a:(T),ac(T)).

Der Normierungsfaktor Ny divergiert im Limes N — oo und At — 0. Der obige Ausdruck ist daher als
Kurzform von (1.1) zu verstehen, wobei allerdings gezeigt werden muss, dass der Limes N — oo existiert.

Betrachtet man Erwartungswerte von Produkten von zeitgeordneten Ortsoperatoren
(@ V| Tlzy ... z1]|z,t)
so findet man analog
(2 VT[N ... x1]|x, t) = N/ Daa(ty) ... x(t)eSE,
Hierbei bezeichne 7 das zeitgeordnete Produkt von Operatoren O; = O(t;), d.h
T[O(tn)...O(t1)] = O(ty(ny) - - - Olto(1))s to(ny > -2 > Loy, o € Perm(N).
Um den Grenzfall t — —o0o, t’ — oo zu betrachten, werden Energieeigenzustinde eingefiigt

(@t t) = e WP, (a!) g (). (1.3)
n

Wick-Rotation Eine Moglichkeit, den Limes ¢ —t — oo zu vollziehen, besteht darin, zu imaginiren
Zeiten t — 0 = —it lberzugehen. Diese analytische Fortsetzung bezeichnet man allgemein als Wick-
Rotation [19]. Hierbei ist ¢ eine reelle Zahl und 6 imaginér. Dieser Kalkiil ist konsistent, sofern tiberhaupt
eine analytische Fortsetzung zu imaginiren Zeiten existiert. In (1.3) verschwinden nun die oszillierenden
Terme und im gesuchten Limes ist der Beitrag des eventuell entarteten Zustandes niedrigster Energie Ejy

dominant.
Um die bereits erfolgte Wick-Rotation hervorzuheben, ist es in der Literatur tiblich, anstelle von ¢ die

Variable 7 zu verwenden. Mit
(2, 7|, 7) = (2, —iT |x, —iT)
T = &(1k) := x(—itg)
gilt folglich
R I I AL E)
@, 7| Tlan .. oo, r) o= e Boy (o Yy (2) (Eo| T i - . 4] | Fo) (1.4)

und somit

(&', 7| TzN ... T1]|2,7)

Eo|T(En ... 01]|Eo)p = i
(Eo|T[zy ... 21]|Bo)p = lim (2', 7|z, 7)

(1.5)
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Die Verwendung imaginirer Zeit ist auch aus einem anderen Grund sehr wichtig: Aus (1.2) ist erkennt-
lich, dass der Exponent bei groken Wirkungen rasch oszilliert anstatt zu verschwinden. Im Allgemeinen
konvergiert daher das Funktionalintegral (1.2) nicht.

In imaginérer Zeit l4sst sich die Ableitung des Pfadintegrals analog vollziehen:
(.Z‘/7 T/|$7 T) =N’ / Dzxe~ f‘:/ dsLp(z(s),&(s),s)

=N’ / Dre Sl

Lg bzw. Sg bezeichnen die euklidische Lagrangefunktion bzw. Wirkung. Die Bezeichnung ,euklidisch®
stammt daher, dass die Metrik der Koordinaten z* bei Verwendung imaginirer Zeit von der Minkowski-
Metrik zur euklidischen Metrik iibergeht. Offenbar werden Wege mit gréferen Wirkungen im Pfadintegral
exponentiell unterdriickt und die Einfiihrung eines geeigneten Mafies ist nun méglich. Da (1.5) nicht von
den Positionen x, 2’ abhéngt, ist es erlaubt, x = 2’ zu fordern und iiber alle periodischen Randbedingun-
gen zu integrieren. Der Vakuumerwartungswert eines zeitgeordneten Produktes von Ortsoperatoren lisst
sich so durch Pfadintegrale in imaginérer Zeit ausdriicken:

—SE [I]

N Dx x(tn)...x(711)e
(BolT[Zn ... 21]|Eo)p =  lim fZ(T )=a(r) () ()

T/ —T—00 fI(T’):w(T) Dxe—Selx] (16)

Um Green-Funktionen im Minkowski-Raum zu erhalten, miissen die Vakuumserwartungswerte bzw.
Ubergangsamplituden nach ihrer Berechnung wieder auf die reelle Zeitachse analytisch fortgesetzt werden.
Eine wichtige Bedingung dafiir ist die Osterwalder-Schrader-Positivitdtseigenschaft [20][21].

1.1.2 Funktionalintegrale

Relativistische Kovarianz und die Mdglichkeit Prozesse zu beschreiben, bei denen Teilchen erzeugt und
vernichtet werden kénnen, sind Anforderungen, die eine relativistische Quantentheorie erfiillen muss. Dass
Quantenfelder die Grundlage dieser Theorien bilden, kann aus verschiedenen Griinden motiviert werden,
z.B. aus der Beschreibung elektromagnetischer Strahlung in einem Hohlraum. Diese bildet Moden aus,
d.h. stehende Wellen verschiedener Frequenzen. Die Plancksche Strahlungformel folgt aus dem Ansatz,
dass jede Mode als ein quantisierter harmonischer Oszillator aufgefasst wird. Das elektromagnetische
Feld wird in quantisierter Formulierung durch ein Feld nicht wechselwirkender harmonischer Oszillatoren
beschrieben.

Verschiedene Methodologien haben sich in der Vergangenheit herausgebildet. In der Quantenmecha-
nik werden Ort und Impuls als die dynamischen Freiheitsgrade eines Teilchens quantisiert, indem sie zu
Operatoren erhoben und Vertauschungsrelationen definiert werden. Bei der kanonischen Quantisierung
einer Feldtheorie werden in analoger Weise kanonische Kommutationsrelationen zwischen Feldoperatoren
postuliert. Dieser Formulismus bietet durch die Verwendung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren ein intuitives Verstdndnis von Vielteilchenprozessen. Fiir Streuexperimente ist die Berechnung der
Streumatrix, die Ubergangsamplituden zwischen asymptotisch freien Zustinden beschreibt, sehr wich-
tig. Die Unitaritdt der Streumatrix ldsst sich im kanonischen Formalismus leichter zeigen. Sofern die
kanonische Quantisierung die Hamiltonsche Darstellung der Wirkung verwendet, werden Zeit und Raum
unterschiedlich behandelt. Dadurch ist die relativistische Kovarianz der Theorie in Zwischenschritten oft
nicht sichtbar.
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Objekt Quantenmechanik | Quantenfeldtheorie
klassischer Ausgangspunkt | Punktmechanik | klassische Feldtheorie
Freiheitsgrade x(t),p(t) o(z,t), m(x,t)
Operatoren QP d, 11
Grundzustand | Eo) Vakuum |0)

Tabelle 1.1: Analoge Grofen der Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie

Das Konzept der Pfadintegrale ldsst sich in Form von Funktionalintegralen auf Feldtheorien iiber-
tragen?. Ein wichtiger Grund fiir die Anwendung von Funktionalintegralen mag darin liegen, dass Eich-
theorien mittels des kanonischen Formalismus nur sehr schwer zu handhaben sind. Funktionalintegrale
ermoglichen hier einen leichteren Zugang. In den Bereichen, in denen beide Methoden parallel angewendet
werden konnen, haben sie sich als dquivalent erwiesen.

Zwischen Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie besteht eine formale Analogie (Tabelle 1.1). Viele
FErgebnisse der Quantenmechanik kénnen deshalb, bei entsprechender Vorsicht, in die Quantenfeldtheorie
iibertragen werden. Die Herleitung der Funktionalintegrale kann durch Verwendung kohérenter Zusténde
auf &hnlichem Weg wie im quantenmechanischen Fall erfolgen.

Die Vakuumerwartungswerte zeitgeordneter Produkte von Feldoperatoren in imaginirer Zeit (Schwin-
ger-Funktionen) lassen sich in Analogie zum quantenmechanischen Fall aus Funktionalintegralen der

euklidischen Wirkung bestimmen

_ | DoF[g] el
B f D¢ e=Srlé]

(0|T F[®]|0) g (1.7)
Es wird dabei iiber alle Feldkonfigurationen von ¢ integriert. Auflerdem ist F' ein Funktional, das Feld-
werte verschiedener Raumzeiten miteinander verkniipft und die euklidische Wirkung Sk ein Integral der
euklidischen Lagrangedichte L iiber die gesamte Raum-Zeit, d.h. Sg[¢] = [ dzLp (o, Oud, xt).

Sowohl (1.6) als auch die quantenfeldtheoretische Entsprechung (1.7) weisen eine formale Ahnlichkeit
zu statistischen Ensemble-Mittelwerten auf. Tatsichlich bezeichnet man

7 — /'qu e 5Eld]

oft als Zustandsumme und interpretiert den Term e~°#[?! als Boltzmann-Verteilung eines kanonischen

Ensembles. Die verwendeten numerischen Methoden dieser Arbeit beruhen auf dieser Korrespondenz.

1.2 Die skalare Elektrodynamik

Im vorherigen Abschnitt wurde die Quantisierung mittels Funktionalintegralen vorgestellt. Die Grundidee
bestand darin, Erwartungswerte von Operatoren durch Funktionalintegrale auszudriicken. Diese Funk-
tionalintegrale verwenden damit einerseits die klassische Lagrangefunktion, erlauben andererseits Fluk-
tuationen der Freiheitsgrade, welche nicht den Euler-Lagrange-Gleichungen entsprechen. Man spricht in

diesem Fall von Quantenfluktuationen.

2 Aus Analogie spricht man hiufig auch in diesem Fall von ,Pfadintegralen®.
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Eine der einfachsten Eichtheorien ist die skalare Elektrodynamik. Mit ihrer Hilfe soll zunichst das
Prinzip der Eichinvarianz in reeller Zeit vorgestellt werden. AnschlieRend wird der Ubergang zu imagi-
niren Zeiten vollzogen. Die skalare Elektrodynamik kann zudem als Zugang zum abelschen Higgsmodell

verstanden werden.

1.2.1 Eichinvarianz

Klassische Feldgleichungen kénnen durch ein Variationsprinzip ausgehend von der Wirkung
S = /E(gb,@uqt,x“)dda:

abgeleitet werden [22]. Im Folgenden wird der metrische Tensor g,,, der Minkowski-Metrik in nachste-

hender Konvention verwendet.
goo = 1, giw=—1fallsi e {1,...,d— 1}, gy =0 falls g # v
Fiir Variationen, die auf dem Rand eines d-dimensionalen Gebietes verschwinden, sind das Prinzip der

stationdren Wirkung und die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir klassische Felder dquivalent.

oL oL
§S =0 = = — 9y =0
0¢ " 0(0u0)

Sei ein skalares Feld mit reellen Feldkomponenten ¢, ¢2 gegeben. Alternativ kann es als komplexes

skalares Feld® mit den Komponenten ¢, ¢* aufgefasst werden.

¢ = %(@51 + i)
" = ! (91 — i2)

S

2

Die Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen auf die Lagrangedichte

L= (au(b)(a'uqﬁ*) - m2¢¢* (18)
ergibt
(O+m*)¢ =0
(O +m?)¢* =0,

wobei ¢, ¢* als unabhéngige Feldkomponenten aufgefasst werden. Eine Symmetrie offenbart sich bei einer

Phasenverschiebung von ¢ bzw. ¢* um einen ortsfesten Betrag, d.h.

¢ _ efiAgb ¢* N eiA¢*

3Das skalare Feld wird auch als Higgs-Feld bezeichnet.
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lasst die Lagrangedichte invariant. Diese Transformationen lassen sich als Wirkung von Elementen der
Gruppe U(1) auf die Felder auffassen. Durch die Betrachtung einer infinitesimalen Phasenverschiebung

ergibt sich der Noether-Strom zu
JH=i(¢ 0" p — pO"P"). (1.9
Analog folgt fiir die erhaltene Ladung
o * a¢ 8¢)* d—1
Q—Z/(¢ E_(Z)W)d L.

Die obige Transformation ist ein Beispiel fiir eine globale Eichtransformation. An jedem Punkt der Raum-
Zeit wird die Phase des Feldes um einen festen Wert gedndert. Sofern die Phase eines Feldes aber keine
physikalische Aussagekraft besitzt, sollte es erlaubt sein, die Phase des Feldes an jedem Punkt um einen
beliebigen Wert zu verdndern. Das Postulat einer lokalen Eichinvarianz hat wichtige physikalische Kon-
sequenzen.

Dass die Lagrangedichte (1.8) unter einer lokalen Eichtransformation
b ¢ = N@ G gt (§7) = A@) g
nicht invariant bleibt, ist offensichtlich, da (im Folgenden A = A(x))
¢ = e M0, — ip0u ) # e 0,0 = (9,9) .

Die Ableitung des Feldes transformiert sich demnach nicht kovariant, d.h. sie transformiert sich anders als
das Feld unter lokalen Eichtransformationen. Bei Betrachtung infinitesimaler Transformationen berechnet
sich die Variation der Lagrangedichte £ nach wenigen Zwischenschritten zu

5L = J"O,A.

Hier wurde der Noether-Strom (1.9) verwendet. Um die Forderung der lokalen Eichinvarianz zu erfiillen,

erweitert man die Lagrangedichte zundchst um den Term
Ly = —qJ HA,U.
und fordert weiterhin, dass sich das neue Feld unter Eichtransformationen obigen Typs wie folgt verhalt:
1
A, — A+ EauA.

Die Konstante g legt die Stirke der Kopplung zwischen Eichfeld und skalarem Feld fest.

Die Wirkung ist eine einheitenlose Grofie. Daher folgt unter Beriicksichtigung von (1.8) und (1.9),
dass qA,, die gleichen Einheiten wie 0,, besitzt. Dies ist konsistent mit dem Transformationsverhalten von
A, Damit gilt

6(L+ L) =—q(0J")A,.

Nach Addition eines dritten Terms

Ly =q*A A"
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folgt wie gewlinscht 6(L+ L1+ L) = 0. Um die Forderung der lokalen Eichinvarianz zu erfiillen, wurde ein
neues Feld A, mit speziellem Transformationsverhalten eingefiihrt, ein sogenanntes Eichfeld. Um dieses
Feld als neuen Freiheitsgrad aufzufassen, ist es notig, einen kinetischen Term hinzuzufiigen.

1 ng
£3 == —ZF} F/“,

Dieser Term ist offenbar eichinvariant, wobei der Feldstérke-Tensor F), als die dufiere Ableitung des
Eichfeldes gegeben ist:
F,.,=0,A, —-0A,.

Das Eichfeld ist folglich mit dem elektromagnetischen Potential identisch. Aus der Zusammenfassung aller

eben gewonnenen und betrachteten Terme entsteht die Lagrangedichte der skalaren Elektrodynamik:

Lsgp =L+ L1+ Lo+ L3

1
=(0,, +1iqA,) (0" —iqgAM)¢* — mPpo* — ZF*”’F,W (1.10)

=(DuB)(DH67) = 66" — L F™ .

Wie man leicht nachpriift, transformiert sich die kovariante Ableitung des Feldes D, ¢ = (0, + iqA,)¢

unter Eichtransformationen tatsichlich kovariant, d.h. wie das Feld selbst.
D¢ — e MDD,
D/L(Zs* N GiA(I)DI,,d)*
Dies ist ein Beispiel dafiir, dass sich eine Theorie in eine eichinvariante Theorie {iberfiihren lasst, indem
partielle Ableitungen durch kovariante Ableitungen obiger Form ersetzt werden, die sogenannte minimale
Substitution. Im betrachteten Fall beschreibt das skalare Feld freie Teilchen, da in der Lagrangedichte

L hochstens Terme quadratisch im Feld ¢ vorkommen. Die Eichinvarianz bleibt gewahrt, wenn eine
Selbstwechselwirkung vierten Grades (quartisch) £4 = —g(¢¢*)? hinzukommt.

Lipp = Lspp — 9(¢9")? (1.11)

Dabei beschreiben g und m ,nackte, d.h. nicht renormierte Parameter der Theorie. In den folgenden
Abschnitten wird diese Lagrangedichte in euklidischer Raum-Zeit formuliert und unter Verwendung eines
Raum-Zeit-Gitters diskretisiert.

1.2.2 Das komplex-skalare Feld in imaginirer Zeit

Die Lagrangedichte L%, soll nun in euklidischer Raum-Zeit, d.h. in imaginérer Zeit, ausgedriickt werden.
Dazu wird als einfaches Beispiel zunéchst der nicht eichinvariante komplex-skalare Anteil £ untersucht.

Die zu (1.8) gehorige Wirkung ist durch
S:/mu@@@wﬂ—m%w (1.12)

:_/me@meﬂww
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gegeben. Bei der partiellen Integration wird angenommen, dass die Oberflichenterme verschwinden. Die
Fortsetzung zu imaginérer Zeit (z° — —iz? bzw. 2! — 2, falls i # 0) fiihrt auf die Substitution dy — 9.

Mit diesen Ersetzungen folgt
S=i / d*z¢(z)(~Op +m?)e* ()
Hier wurde der euklidische Laplace-Operator (g verwendet*
g = 0,0,.

AuRerdem gilt di = da'...dz® und das Wick-rotierte Feld werde mit ¢(Z) = ¢(—iz? zt, ... 29 1)

bezeichnet. Durch die Ersetzung

ermoglicht der Exponent im Funktionalintegral eine exponentielle Unterdriickung von Feldkonfigurationen
mit grofer Wirkung. Die euklidische Wirkung ergibt sich daher zu®

Sp = —iS = /ddxqb(sc)(—DE +m?)¢* (x).

1.2.3 Die abelsche Eichtheorie in imaginirer Zeit

Falls keine Materiefelder vorhanden sind, gelten in der abelschen Eichtheorie die Maxwellschen Glei-
chungen fiir das Vakuum. Insbesondere ist die Lagrangedichte des freien elektromagnetischen Feldes im
Minkowski-Raum durch

Ly = 2 Fu P = — (0,4, — 0,4,) (0" A" — 0¥ A¥) (1.13)

und die entsprechende Wirkung durch
1 d 1%
S = ~1 dxF,, F (1.14)
gegeben. Die Lagrangedichte ist invariant unter Eichtransformationen
1
A, — A+ EauA. (1.15)

A = A(z) ist eine beliebige differenzierbare Funktion. Die zu dieser Lagrangedichte gehorigen Bewegungs-
gleichungen sind die inhomogenen Maxwellgleichungen, hier allerdings mit verschwindender Stromdichte.

0, F"™" = 0,(0"A” — 9V A*) = (650 — 0,0")A” = 0 und somit (g,,0— 9,0,)A"
guv ist der metrische Tensor der Minkowski-Metrik.
goo =1, gii = —1 falls i £ 0, Guv = 0 falls p # v

Die Verwendung von g,,,, anstelle von —g,,,, ist Konvention. Die Anderung der Koordinaten und Ableitun-
gen unter einer Wick-Rotation wurde im vorherigen Abschnitt beschrieben. Das entsprechende Verhalten

4Hier und im folgenden wird iiber gleiche Indizes i € {1,...,d} summiert.
5Die Tilde-Symbole werden im Weiteren wieder weggelassen, sofern méglich.
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des elektromagnetischen Potentials bestimmt sich aus der Forderung, dass es in imagindrer Zeit einer zu
(1.15) analogen Eichtransformationsregel gehorchen soll. Deshalb gilt

A0 — 1Ay.
Die Wirkung (1.14) in reeller Zeit geht damit in die Wirkung
5~ 4
S=1 / A F,, F,,

iiber. Demnach gilt
1
Sp =4 / d"zF,,F,, (1.16)

sowie

1
Lp = 7 FuFp. (1.17)

Die euklidische Wirkung der skalaren Elektrodynamik mit quartischer Selbstwechselwirkung ergibt sich
sofort aus (1.12),(1.11) und (1.16) durch minimale Substitution, da sich die kovariante Ableitung D, =

0, +iqA, beim Ubergang zu imaginérer Zeit wie die partielle Ableitung transformiert.

SSED — / d' [(Dmem*) £ 266" + g(66) + § FuwFo (1.18)

Im Folgenden werden stets euklidische Lagrangedichten und Wirkungen angenommen. Der Index E ent-
fallt daher.

1.3 Die Rolle des Gitters

Die Einfiihrung eines Raum-Zeit-Gitters kann zunichst als Moglichkeit gesehen werden, Funktionalinte-
grale iiber Felder mathematisch prézise zu definieren. Dabei wird ein Funktionalintegral in ein sehr hoch-
aber endlichdimensionales Mehrfachintegral umgewandelt. Weiterhin bietet die Diskretisierung einen na-
tiirlichen Ansatzpunkt fiir die numerische Simulation. Als einen dritten Vorteil sollte man anfiihren, dass
die Gitterregularisierung als Vorstufe zur Renormierung die momentan einzige nicht-stérungstheoretische
Regularisierungsmethode darstellt, welche die Eichinvarianz strikt erhilt [18]. Aufgrund der Diskretisie-
rung im Ortsraum sind die fouriertransformierten Felder periodisch im Impulsraum. Sie kénnen daher
auf die erste Brillouin Zone beschrénkt werden, was effektiv der Einfiihrung einer Impulsschranke ent-
spricht. Aspekte der Renormierung werden im Weiteren Verlauf jedoch nicht betrachtet, insbesondere
auch nicht der Kontinuumslimes einer auf dem Gitter formulierten Theorie. Stattdessen soll die Theorie

bei endlichem Gitterabstand als Beschreibung eines statistischen Systems aufgefasst werden.®

1.3.1 Diskretisierung und das Higgs-Feld

Die Diskretisierung entspricht der Verwendung eines d-dimensionalen (hyper-)kubischen Gitters mit der
Seitenldnge L und dem Gitterabstand a (Abbildung 1.1). Hiufig werden zudem periodische Randbe-
dingungen postuliert. Damit stellt das so definierte Gitter einen diskretisierten (Hyper-)Torus dar. Die

6Weitreichende und gut verstindliche Einfiihrungen in das Gebiet der Gittereichtheorie sind in [23] und [24] zu finden.

Sehr lesenswert ist auch [2].
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n+ ey —Onte,.n n+ey+ ey
N A
—Gn,y en’ul/ 9n+eu,u
Y _
n O nt e,

(a) (b)

Abbildung 1.1: (a) Ein 3® kubisches Gitter. Alle Gitterpunkte, ein Link in der z-Richtung (griin/hell) und eine
zy Plaquette (blau/dunkel) sind hervorgehoben. Links, die Gitterpldtze aufgrund periodischer Randbedingungen
verbinden, sind nicht abgebildet.(b) Eine Plaquette in der pv Richtung; es gilt stets p < v.

Anzahl der Gitterpunkte betrigt (L/a)?. Den Ubergang L — oo bezeichnet man als thermodynamischen
Limes. Das Volumen des Torus wichst dabei bei gleichbleibendem Gitterabstand. Den Grenzfall a — 0,
der Kontinuumslimes, beschreibt eine Feldtheorie im endlichen Volumen. Beide Limes entsprechen einer
unendlichen Anzahl von Gitterplidtzen und damit Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Ist man
schlieflich an einer Physik im unendlich ausgedehnten, kontinuierlichen Raum interessiert und méchte
ausgehend vom endlichen Gitter diesen Ubergang vollziehen, so wird iiblicherweise erst der thermodynami-
sche Limes und anschlieffend der Kontinuumslimes genommen. Letzteres ist im Fall von wechselwirkenden
Theorien oft eine hdchst nicht-triviale Aufgabe.

Auf dem Gitter I' kénnen nun auf natiirliche Weise Ableitungen und Integrale definiert werden. Die
Vorwiértsableitung A eines Feldes ¢ : R — K, K € {R,C} in Richtung des Einheitsvektors e, ist
definiert als

1
Aug(z) = —(6(z +aey) — ¢(z)).
Das Integral geht auf dem Gitter in eine Summe iiber

[ dtast) — [ deota) = a* 3 ofa).

zel

Der euklidische d’Alembert Operator auf dem Gitter Ug r errechnet sich zu
1
Opré=— (6(x+ae,) + oz — aey) — 26(x)).
“w

Durch Einschrinkung auf das Gitter erhdlt man aus einem stetigen Feld seine diskretisierte Version.

Mit diesen Definitionen soll nun die Wirkung (1.12) mit zusatzlicher Selbstwechselwirkung diskretisiert
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werden, d.h. S — Sr. In jedem Fall soll gelten

Sr[¢] — 5[4l

a—0

Diese Vorschrift bestimmt die Gitterwirkung jedoch nicht eindeutig. Im Allgemeinen existieren viele
verschiedene Gitterwirkungen, welche den gleichen Kontinuumslimes besitzen. Dies muss aber nicht als
Nachteil angesehen werden, sondern erméglicht die Verwendung von optimierten Gitterwirkungen, welche
sich dem Kontinuumslimes schneller ndhern. Die Wirkung der komplex-skalaren Theorie mit quartischer

Selbstwechselwirkung Sy ist im Kontinuum gegeben durch
Suld) = [ ¢'5(0,0)(0,07) + m?60" + 9(66" .

Eine dazu entsprechende Gitterwirkung kann nun mittels Ersetzung der partiellen Ableitungen und In-

tegrale definiert werden.
Surl¢] = /Fddw(Aucb(w))(Am*(w)) +m?¢(x)¢" (2) + g(p(2)d" (2))? (1.19)
Durch die Diskretisierung geht das Funktionalintegral in ein gewShnliches Mehrfachintegral {iber

D¢ — [ [ dg(na). (1.20)

Anstelle des dimensionsbehafteten Ortsvektors © = (x1,...,24) werden nun die ganzzahligen Tupel n =
(n1,...,nq) mit x = na verwendet. Der Index I" zur Kennzeichnung der Gittergréfen wird im Folgenden
weggelassen. Die Gitterwirkung 1.19 1dsst sich in fiir numerische Berechnungen zugénglicher Form durch

dimensionlose Groéfien ausdriicken:

Sulel = (nz R(Gnbiie,) + Gndh + Mdndy, —1)% — A) : (1.21)

n

Hierbei bezeichnet $(c) den Realteil einer komplexen Variablen ¢ und es gilt:

n VE (n@
1
1-2X :5(2d—|— a*m?)k
d744A
K2 =12
g

Der Gitterabstand a tritt in dieser Formulierung nicht mehr explizit auf.

1.3.2 Eichfelder auf dem Gitter

Die Eichinvarianz einer skalaren Theorie lasst sich durch Substitution der partiellen Ableitungen durch
kovariante Ableitungen sicherstellen (siehe Abschnitt 1.2.1). Auf dem Gitter wird dieser Weg durch die
Forderung nach strikter Eichinvarianz, d.h. Eichinvarianz in allen Ordnungen des Gitterabstandes er-
schwert. Im Weiteren werden daher Paralleltransporter diskutiert. Mit ihrer Hilfe 1dsst sich eine kovariante

Ableitung definieren, welche die Eichinvarianz strikt erfiillt.
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Sei ein Feld ® als Abbildung des Raum-Zeit-Gitters M nach M x C gegeben. Das skalare Higgsfeld
¢ ist durch die Projektion von ® auf die zweite Komponente, d.h. ¢ = pr, o ®, gegeben. Weiterhin

transformiere sich das Feld ¢ nach einer eindimensionalen Darstellung D der Gruppe U(1)

Diese Darstellungen sind von der Form
A(z) =e ™ = D(A(z)) = e 9%, QeZ (1.22)

Q werde als Ladung bezeichnet. Da ¢(x) und ¢(y) fiir  # y Elemente verschiedener Kopien des Raumes C
darstellen, sind Produkte der Form ¢(z)¢(y) im Allgemeinen nicht sinnvoll. Um Felder an verschiedenen
Punkten der Raum-Zeit vergleichen zu konnen, ist es daher nétig, beide zu einem gemeinsamen Punkt
zu transportieren. Diese Ausgabe kommt dem Paralleltransporter zu, d.h. sei ¢(z) € C, und ¢(y) € C,,
dann definiert der Paralleltransporter U(s; ) fiir jede Kurve s, ,, der Raum-Zeit von x nach y eine lineare

Abbildung von C, — C,,. Fiir die Transporter gelte weiterhin [24]
e U(0) = 1, hierbei bezeichne () einen Weg der Linge null.
e U(r)U(s) =U(rs), wobei der Weg s als Komposition von r und s definiert wird.
e U(—s) =U'(s), wobei —s durch —s, , = s, , gegeben ist.

Aus diesen zusatzlichen Forderungen folgt aus Konsistenzgriinden sofort die Transformationseigenschaft

des Transporters unter Eichtransformationen
U(Sw,y> - U/(Sx,y) = A(Q)U(Sz,y>A_1(l')-

Die kovariante Ableitung betrachtet Differenzen zwischen nahe benachbarten Punkten x und z + Az,
wobei die dortigen Feldwerte in einen gemeinsamen Punkt transportiert werden. Fiir Kurven zwischen z
und z + Az, die nicht wesentlich von einer kiirzesten (geoditischen) abweichen, findet man im Grenzfall
Azx — dx

U(sza+ds) = 1 —iqA,(x)dx, (1.23)

mit den infinitesimalen Erzeugenden A,,. Die Verwendung der Bezeichnung A,, wird sogleich verstandlich,

wenn man das kovariante Differential von ¢ definiert:
Do(x) = Dyo(a)dwy, = D(U(5y1de))¢(z + dr) — ¢().
Damit ergibt sich die kovariante Ableitung im Kontinuumslimes zu
Dyd(x) = (0 +1qQAL(2))d(x).

Dies deckt sich mit der Definition der kovarianten Ableitung aus Abschnitt 1.2.1. Sei nun A(x) = e (),
dann folgt mithilfe des Transformationsgesetzes des Paralleltransporters fiir die Erzeugenden A,

Ay(x) — A;L(x) =A,(z)+ é@lta(z).
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Im Kontinuumslimes entspricht die Verwendung von Transportern der Substitution partieller Ableitungen
durch kovariante Ableitungen. Den Transportern als globale Objekte stehen die Eichfelder als infinite-
simale Erzeugende gegeniiber. Auf einem Gitter mit endlichem Gitterabstand lasst sich daher strikte
Eichinvarianz durch Verwendung von Transporten anstelle der aus Eichfelder konstruierten kovarianten
Ableitungen garantieren. Die Notwendigkeit von Transportern folgt demnach logisch aus differentialgeo-
metrischer Sicht. Die Transformationseigenschaften der Felder und Transporter bedingen, dass Ausdriicke

der Form
R(¢™ () D(U(sy,2))¢(y))

reell und eichinvariant sind. Damit l4sst sich (1.21) in eichinvariante Form bringen. Aufgrund (1.23)

konnen Transporter fiir beliebige Kurven durch Schwinger-Linienintegrale ausgedriickt werden.

U(Sm y) =e U [, Au(2)dzy,

Um den elementaren Transporter (Linkvariable) zu definieren, werde nun der kiirzeste Weg s, ,, zwischen
zwei benachbarten Gitterpunkten x,y = = + ae, in p-Richtung betrachtet. Der elementare Transporter
dieses Links ist dann durch

U(sp,y) = e~i904u(@

gegeben. Der Integralmittelwert flu (1 fest)

A = ¢ [ A,

a

entspricht im Kontinuum dem Eichfeld. Alternativ kann man ein Gittereichfeld Aj, basierend auf der
Analogie zu (1.23) einfijhren.
U(sz,y) =1 —iqaA),

Die Absténde werden im Folgenden in Gittereinheiten gemessen und Felder als Funktionen einheitenloser
Gitterabstdnde betrachtet.

Die Dynamik des freies Eichfeldes wird im Kontinuum durch (1.16) beschrieben. Diese Wirkung kann
auf das Gitter in zwei verschiedenen Wegen iibertragen werden. In der kompakten Formulierung werden
die Linkvariablen durch ,Linkwinkel“ 8, , € [—m, m) dargestellt.

U,(n) =e nn (1.24)

Der Tréger des Linkwinkels 6,, , ist der Link (n,u) (Abbildung 1.1). Linkwinkel héngen auf einfache

Weise mit der Gitterversion des Eichfeldes zusammen:

en,u = anu(n) (125)
sin(6,,,) = an:L(n). (1.26)

Im Kontinuumslimes entsprechen sowohl fl# als auch AL dem Eichfeld A,,. In der nichtkompakten For-
mulierung wird der Feldstirketensor direkt diskretisiert, d.h. ohne Transporter zu verwenden. Die direkt
vom Eichfeld abgeleiteten Linkwinkel sind dann nicht mehr beschrinkt. Beide Formulierungen sind im
Grenzfall a — 0 dquivalent, unterscheiden sich jedoch bei endlichen Gittergrofien in der Phasenstruktur

und dem Vorhandensein bestimmter topologischer Defekte.
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Nun kann (1.16) in einer kompakten Formulierung auf dem Gitter definiert werden. Dabei soll zum
einen die strikte Eichinvarianz weiterhin gewahrt sein, zum anderen soll die entsprechende Gitterwirkung
nur auf Linkvariablen zuriickgreifen. Geschlossene Schleifen aus Produkten von Linkvariablen sind nach
obigem Transformationsgesetz der Transporter eichinvariant. Eine kleinste geschlossene Schleife von Links

bezeichnet man als Plaquette. Die auf ihr lebende Plaquettevariable
Upn(n) := Ui(n)Ug(n +e,)U,(n+e,)U,(n)
ist eichinvariant. Auferdem gilt nach Definition

Uy (n) = e=790" (),

F.,(n) stellt die diskretisierte Version des elektromagnetischen Feldstarketensors dar.
17, -~ - - -
Fu() = ~ [(As(n+ ) = A,(0) = (Au(n+e,) = A, () (1.27)

Die Wilson-Wirkung, welche die Dynamik des Eichfeldes auf dem Gitter beschreibt, ist als Summe iiber
Plaquetten P definiert

Salt] =8 S |1~ 5(Ur +U})

=By > {1 - %(U,,,y(n) + U,L(n))} :

n p<v
Im Kontinuumslimes soll diese Wirkung gegen die Wirkung des freien elektromagnetischen Feldes (1.16)
konvergieren. Man sieht leicht, dass daher
1
p= at—d

gelten muss. In drei Dimensionen ist die Kopplungsgréfie 5 demnach invers proportional zum Gitterab-
stand. Verwendet man die Darstellung (1.24) der elementaren Transporter, so ldsst sich zu jeder Pla-
quettevariablen ein Plaquettewinkel 6,, ,,, € [—7, 7) definieren (Abbildung 1.1)

Uﬂu(n) = e—iQn,W
mit
en,uu = [Hn,u + 9n+e‘“u - Hn,u - 9n+eu,u]27r- (128)

Die Schreibweise |...]J2r soll andeuten, dass der Klammerinhalt modulo 27 berechnet wird. Die Wilson-
Wirkung S kann deshalb auch in der Form

SclU] = ﬁz [1 — cos Ggaq} = ﬁz Z (1 —cosbp ] (1.29)
P n pu<v

geschrieben werden. Um die Wilson-Wirkung in Pfadintegralen zu verwenden, muss auch hier ein Maf§
definiert werden. Ein unter der Gruppenwirkung invariantes Maf ist durch

DU =[] dby.,.

n, i

gegeben.
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1.3.3 Das abelsche Higgsmodell auf dem Gitter

Das Higgsfeld lésst sich in Polarkoordinaten durch Betrag und Winkel ausdriicken.
bn = pue'n,  p € -m 7). (1.30)

In dieser Parametrisierung und unter Verwendung der Definitionen (1.22) sowie (1.24) haben Eichtrans-

formationen die Gestalt

Pn — [Lpn - Qan]27r

en,u — [Qn,u —ay + O‘n+eu]2ﬂ'~ (131)

Im vorherigen Abschnitt wurden alle Wirkungsbestandteile von (1.18) auf dem Gitter in eichinvarianter

Weise definiert. In kompakter Formulierung gilt fiir den Bestandteil Sy

Suld =" (—&Z R(G; 1.0, D(U(1)bn) + 6 + A6l — 1)? - A) (1.32)

n

= Z <_"€ Z PnpPn+te, COS(‘:DnJre# + Q0 — ¥n) + pi + )\(,Oi - 1)2 - )‘> . (1.33)

14

Die Wirkung des abelschen Higgsmodells S 4 s ergibt sich als Summe von Sy und Si. Konstante Terme

in der Wirkung haben keinen Einflufl auf Erwartungswerte und werden daher weggelassen.

Sarm =— ﬁ Z COSs egaq - "iz Z PnPn+e, COS(SDnJre“ + Qen,u - Wn)
P n I
+> (on + A — 1)) (1.34)
Die Zustandsumme ist gegeben als

n n [T

wobei im Vergleich zu (1.20) die Jacobi-Determinante durch den Ubergang zu Polarkoordinaten zu be-

db,,
27{“ exp(—Sanm),

riicksichtigen ist und aus Normierungsgriinden Produkte von 27 hinzugekommen sind. Die fundamentale
Darstellung des Higgsmodells (@) = 1) bezeichnet man auch als Higgsmodell mit einfach geladenen Mate-
riefeldern. Analog spricht man von mehrfach geladenen Materiefeldern im Fall @) > 1. In der vorliegenden
Arbeit werden die Spezialfille Q = 1 und @ = 2 betrachtet. Obwohl sie eine formale Ahnlichkeit aufwei-
sen, unterscheiden sie sich aufgrund des unterschiedlichen Kopplungsterms in ihrem Phasenverhalten. Der
London-Limes wird durch A\ — oo definiert und erwirkt ein ,Einfrieren* der radialen Freiheitsgrade p des
Higgs-Feldes. Die Phasenstruktur bei kleinem A unterscheidet sich sowohl quantitativ als auch qualitativ

von der Phasenstruktur im Limes A — oo.






Kapitel 2

Numerische Simulationen

2.1 Monte-Carlo-Methoden

Aus dem Blickfeld der Quantenfeldtheorie lassen sich Vakuumerwartungswerte von Operatoren durch ein
Pfadintegral ausdriicken. Weiterhin wurde dargelegt, dass sich derartige Integrale statistisch beschreiben
lassen, namlich als Momente einer Verteilung, die wesentlich durch einen Boltzmann-Faktor e~ bestimmt
ist. Der Erwartungswert einer statistischen Gréfe X lasst sich bei bekannter Verteilung p aus Summe

(bzw. Integrall) iiber alle Zustéinde (Konfigurationen) c eines Zustandsraumes C berechnen.?

2eee P(e)X ()

K== 0

(2.1)
Der Nenner stellt auch bei nicht-normierter Verteilung p sicher, dass (1) = 1 gilt. In diesem Abschnitt
werden Verfahren vorgestellt, derartige Erwartungswerte effektiv zu berechnen. Diese Verfahren wer-
den als Monte-Carlo Verfahren bezeichnet, da sie als wesentliches Merkmal (Pseudo-)Zufallszahlen [25]
verwenden. Einen Grund, der den Gebrauch von Monte-Carlo-Verfahren nahelegt, liefert das folgende
Beispiel:

Ein d-dimensionales Ising-System sei auf einem Gitter mit L¢ Gitterplaetzen definiert. Jedem Git-
terplatz wird ein Freiheitsgrad zugeordnet, der die Werte 1 oder -1 einnehmen kann. Um einen Erwar-
tungswert exakt zu berechnen, miissen nun 2(LY) Zustéinde addiert werden. Selbst ein recht kleines 10x10
Gitter in 2 Dimensionen fiihrt zu 2'° (!) Summanden. Ein heutiger Hochleistungsrechner bréuchte fiir
die Summation iiber alle Zustinde mehr als 10%°s, d.h. ca. 1077 Jahre.

Die grundlegende Schwierigkeit besteht demnach darin, dass die Anzahl der Zustidnde mit der System-
grofle exponentiell anwéchst. Bei hinreichenden Systemgrofien sind Erwartungswerte so nicht mehr durch
vollstdndige Enumeration bestimmbar. Man ist daher auf Ndherungsverfahren angewiesen. Monte-Carlo-
Verfahren bestimmen Folgen (Stichproben) C von Konfigurationen durch sukzessives Auswihlen gemif

einer Verteilung p von Konfigurationen aus C. Der Erwartungswert der statistischen Grofie X wird dann

INumerisch werden Integrale durch Diskretisierung des Zustandsraumes wieder in Summen iiberfiihrt.
2In der Wahrscheinlichkeitstheorie spricht man indessen von Elementarereignissen und Ereignisrdumen, hier soll allerdings

von der physikalischen Sprechweise Gebrauch gemacht werden.

21
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durch das gewichtete Mittel iiber den Zustédnden der Stichprobe

Yeca P HO)p(e) X (e)
Yoeec P H(e)p(c)

(X) ~ X = (2.2)
abgeschiitzt. Ubliche (nicht-normierte) Verteilungen stellen p = 1 (einfache Stichprobenwahl bzw. sim-
ple sampling) und p = p (gewichtete Stichprobenwahl bzw. importance sampling) dar. Im ersten Fall
werden die Konfigurationen gleichverteilt aus dem Zustandsraum ausgewéhlt. Da die Wahrscheinlichkeit
vieler Zusténde sehr gering ist, bestimmt ein kleiner Anteil der gewahlten Zustinde den Erwartungswert,
wahrend die restlichen gew&hlten Zustédnde nur sehr wenig zum Ergebnis beitragen. Allerdings ldsst sich
eine derartige Auswahl oft leicht bewerkstelligen, wodurch die einfache Stichprobenwahl fiir bestimm-
te Aufgabenstellungen eine wichtige Rolle spielt, z.B. bei der Analyse von Kettenpolymeren und bei
iiberkreuzungsfreien Wegen (self avoiding walks).

Bei einer gewichteten Stichprobenwahl hingegen werden die Konfigurationen nach der gegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung p ausgew&hlt. Somit wird effektiv eine Summation iiber Zusténde, die nur
gering den Erwartungswert beeinflussen, verhindert. Als Spezialfall von (2.2) ergibt sich jetzt der Schitzer
fiir den Erwartungswert aus dem Mittelwert der Observablen fiir die Zustéinde der Folge C. Obwohl die
gewichtete Stichprobenwahl bei gleicher Grofie der Stichproben wesentlich genauere Schitzwerte bietet,
ist es in der Praxis nicht immer leicht, Zustidnde gemaf einer Verteilung p effektiv aus dem Zustands-
raum auszuwéhlen. In Abhéngigkeit von p existieren verschiedene Mdoglichkeiten. Falls die Verteilung eine
analytische Stammfunktion besitzt, so ldsst sich mittels der Inversionmethode die gewiinschte Verteilung
aus einer uniformen Verteilung erzeugen [25]. In anderen Fillen fiihrt eine Koordinatentransformation
zum Ziel, so z.B. bei der Gaukiverteilung, vgl. Abschnitt 2.1.3. Diese Verfahren iiberfiihren letztlich die
gewichtete Stichprobenwahl in eine einfache Stichprobenwahl beziiglich transformierter Variablen.

Es bleibt zu kliren, wie man bei Verteilungen vorgeht, bei denen derartige Transformationen nicht
moglich sind. Eine Methode besteht darin, die Verteilung dynamisch zu generieren, wobei Ereignisse
abhdngig voneinander ausgewahlt werden. Mathematisch definieren solche Algorithmen Markov-Prozesse,
auf die im nichsten Abschnitt kurz eingegangen werden soll. Ein darauf aufbauender Algorithmus wurde
von Metropolis et al. [26] vorgestellt. Fiir die numerischen Simulationen wurden dieser Algorithmus und
das in einem weiteren Abschnitt zu erliuternde Warmebad-Verfahren verwendet. Die Abhéngigkeit der
einzelnen Ereignisse muss bei einer Fehlerbetrachtung natiirlich beriicksichtigt werden. Darauf wird in
Abschnitt 2.2 einzugehen sein. Anschliefend werden Umgewichtungsverfahren (Reweighting) vorgestellt,

welche es erlauben, gemessene Daten effektiv zu verwenden.

2.1.1 Markov-Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist eine Abfolge von Zustdnden, bei der das Auftreten eines bestimmten Zustan-
des nicht deterministisch aus anderen Zustinden abgeleitet werden kann. Ein homogener Markov-Prozess
ist ein stochastischer Prozess, bei dem die Ubergangswahrscheinlichkeit des Systems den Zustand c; zu er-
reichen, nur von dem vorherigen Zustand ¢; und damit nicht explizit von der Zeit (Homogenitit) und von
Zustinden des Systems zu fritheren Zeiten abhéingt. Wenn der aktuelle Zustand und alle Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zwischen Zustédnden bekannt sind, kann somit die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten

eines beliebigen zukiinftigen Zustandes berechnet werden, d.h. ohne Kenntnis der Vergangenheit. In dieser
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Sprechweise wurde von diskreten Zeitpunkten ausgegangen. Derartige Markov-Prozesse bezeichnet man
als Markov-Ketten. Es ldsst sich zeigen [27], dass diese Prozesse einer Master-Gleichung geniigen:

P(c,t+1) — P(c,t) = Z[P(c’,t)P(c’ —¢) — P(e,t)P(c— ).
Hierbei bezeichne P(c,t) die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand ¢
befindet. P(¢’ — c¢) gibt die bedingte Wahrscheinlichkeit an, dass das System zum Zeitpunkt ¢ den Zu-
stand ¢ einnimmt, wenn es sich zum vorhergehenden Zeitpunkt ¢ — 1 im Zustand ¢’ befand. Aufgrund
der angenommenen Homogenitat der Markov-Ketten gilt dies fiir alle Zeiten ¢. Einer stationdren Wahr-

scheinlichkeitsverteilung ab einem Zeitpunkt ¢y entspricht
P(c,t+1)— P(c,t) =0, VeeC, Vt>t.

In einer stationdren Verteilung P(c,t) — Pg(c) gilt demnach fiir jeden Zustand ¢
> [Pe(d)P(¢ — ¢) = Pp(c)P(c — )] = 0. (2.3)
C/

Um im Gleichgewicht eine gewiinschte Verteilung Pg zu erhalten, werden folgende Forderungen an die

Ubergangswahrscheinlichkeiten gestellt:

1. Irreduziblitidt, d.h. die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Zustand von einem anderen beliebigen
Zustand zu erreichen, ist fiir (mindestens) eine bestimmte Anzahl von Markov-Schritten von Null

verschieden.

2. Detailliertes Gleichgewicht (detailed balance), d.h. Pg(c')P(¢’ — ¢) — Pg(c)P(c — ¢’) = 0. Diese

hinreichende Bedingung fiir die Stationaritét ist eine stdrkere Forderung als (2.3).

Es ldsst sich zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen jede anfingliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

gegen die gewiinschte Verteilung Pr konvergiert und stationir ist [28].

2.1.2 Metropolis-Algorithmus

Der von Metropolis et al. entwickelte Algorithmus soll in diesem Abschnitt zunéchst in allgemeiner Form
vorgestellt und anschliefend auf das abelsche Higgsmodell angewendet werden. Um eine Verteilung der
S(c)

Form Pg(c) oxe™ zu erzeugen, geniigt es nach obigen Abschnitt zu zeigen, dass die Bedingungen von

Irreduzibilitdt und detailed balance erfiillt sind. Letztere liest sich in diesem Fall als:
e %OPe—d)=e 5P = o).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit P(c — ¢’) zwischen zwei Zusténden c, ¢’ wird im Metropolis-Algorithmus

zweistufig berechnet.

1. Vorschlag: Zunichst wird zu einem gegebenen Zustand c ein Folgezustand ¢’ mit einer Wahrschein-
lichkeit P, derart ausgewdhlt, dass gilt

Po(c — ) = Py(d — o). (2.4)
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2. Akzeptanzkontrolle: In einem zweiten Schritt wird der vorgeschlagene Folgezustand tatsdchlich ak-
zeptiert oder verworfen. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist durch

Pi(c — ¢) = min[1, %) ~5()
gegeben.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die detailed balance erfiillt ist. Sei S(¢’) < S(¢), dann gilt
jedenfalls
P(d = ¢) = Py(c — ¢)e5)=5) = p(c — ¢/)eS)=5()

Falls jedoch S(c’) > S(c), so
Plc— )= Py(cd — c)es(c)_s(cl) = P(d — c)es(c)_s(c,).

Ob die Forderung der Irreduziblitét erfiillt ist, muss gesondert gepriift werden. Eine notwendige Bedingung
ist z.B., dass sich die Wirkungen von Ausgangszustand und Folgezustand, S(c) und S(¢’), unterscheiden
diirfen.

Dieser Algorithmus soll nun auf den vorliegenden Fall adaptiert werden. Im letzten Kapitel wurden
zwei Arten von Freiheitsgraden des abelsche Higgsmodells vorgestellt. Zum einen die Freiheitsgrade des
Higgsfeldes, welche durch komplexe Zahlen an den Gitterplitzen dargestellt werden, zum anderen die
Freiheitsgrade des diskretisierten Eichfeldes, die durch Linkwinkel gegeben sind (siehe 1.3.2). Higgsfrei-
heitsgrade und Eichfreiheitsgrade werden separat und in alternierender Reihenfolge aktualisiert.

Aktualisierung des Eichfeldes Oft ist es nicht sinnvoll, gleichzeitig eine Anderung in vielen Linkva-
riablen vorzuschlagen, da die Wirkung oft so stark abnimmt, dass die Akzeptanzwahrscheinlichkeit dieses
Anderungsvorschlages gering ist. Die Linkvariablen werden daher der Reihe nach betrachtet und einzeln
aktualisiert. Ein vollstdndiger Durchlauf durch das Gitter wird als Monte-Carlo Sweep bezeichnet. Im
ersten Schritt des Metropolis Verfahrens wird ausgehend von dem aktuellen Linkwinkel 6,, , (n, u fest)
eine Anderung vorgeschlagen.

Ony — 0y, = Onp +t7 mod 27 (2.5)

Hierbei ist 7 eine Zufallszahl aus dem Intervall [-0.5,0.5) und ¢ € [0, 7] ein Skalenfaktor. Man erkennt,
dass bei einer Vorschlagsregel dieser Gestalt die Bedingung (2.4) erfiillt ist. Ein groferer Skalenfaktor
fiihrt zwar einerseits zu einer kleineren Akzeptanzwahrscheinlichkeit, anderseits senkt er die Korrelation
zwischen aufeinanderfolgenden Linkwinkeln. Ublicherweise wahlt man ¢ daher so, dass die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit ungefdhr 50 Prozent betrdgt. Der vorgeschlagene Linkwinkel muss in einem zweiten Schritt
einer Akzeptanzkontrolle unterzogen werden. Ausgehend von der Wirkung des abelschen Higgsmodells
(1.34) sieht man, dass bei einer Aktualisierung des Linkwinkels 6,, , nicht alle Terme zur Wirkungsdiffe-
renz dS beitragen. Anstelle von (1.34) kann man daher folgende Wirkung verwenden:

107::“ _ ﬂ Z COS(Q%aQ) — KPnPnte, COS(fgﬁn + Qon,# + ¢"+eu)
P,(n,n)€0P

=—0 Z c08(0n,, + a) + cos(0n,y + )] — Kpnpnte, cOS(—Pn + QOp p + Pre,) (2.6)
VER
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0n,23

On,12
e3 0n—e3,23
e2
el Abbildung 2.1: Links und Plaquetten auf einem 3D-
Gitter. Eine Anderung des Links (n,2) wirkt sich auf
n—e3 vier umgebende Plaquetten aus.

mit

a = 0n+e“,u - 071,1/ - en-l—e,,,u

b= *en—eu,u - en—e,,—&-e”,l/ + on—e,,,l/-

Der erste Term von Sy, beschreibt eine Summe iiber alle Plaquetten, bei denen der Link (n, ) im
Rand vorkommt (Abbildung 2.1). Durch Umschreiben der Wirkungsdifferenz dS = Sﬁ)”é’” - Sﬁ)"c'“’ lasst sich
die Anzahl der numerisch sehr zeitaufwindigen Aufrufe trigonometrischer Funktionen erheblich reduzieren

(von 8 auf 5 pro Akzeptanztest). Somit erhalt man

dS =20 sin(w) Z [sin(vy) + sin(vg)]
VR

— KPnPn+e, [COS(_¢n + Qaiz”u, + ¢n+eu) — coS(—¢n + Qb + ¢n+eu)] )

wobei a, b wie oben definiert sind, sowie

0. +0,
vy =a+ ZTp | TR
2
0. +0,
U2:b+7n’# e
2
w— e'la,u - 9”17#
2

gilt.

Aktualisierung des Higgsfeldes In den meisten Messungen wurde das Higgsfeld durch einen War-
mebad-Algorithmus aktualisiert, auf den im néchsten Abschnitt genauer eingegangen wird. In gewissen

Parameterbereichen war dies aber nicht méglich und der Metropolis-Algorithmus kam stattdessen zur
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Anwendung. Hierbei wurden Winkel ¢ und Betrag p des Higgsfeldes ¢ = pe’® getrennt voneinander
aktualisiert. Der Anderungsvorschlag des Winkel ¢,, ergibt sich als

©n — P =@+ fx mod 2m.

f €10, ] ist ein Skalenfaktor, x € [—0.5,0.5] eine Zufallszahl, vgl. (2.5). Fiir die Akzeptanzkontrolle muss
die Wirkungsdifferenz

dS=—r Z PnpPr+e, COS(_90;7, + Qe"ﬂ“ + ‘p;""eﬂ)

n,u

tkK Z PnPr+e,, COS<_§0n + Qen,u + (PnJre“)

n,u

berechnet werden. Wie im Fall der Eichfeldaktualisierung lasst sich auch dieser Ausdruck etwas vereinfa-

chen. Nach analoger Rechnung erhilt man

dS = 2kpy, sin(w) Z [Pnte, sin(v1) + pn—e, sin(vs)] (2.7)
w
mit
/
n + n
V1 = —=Qbn p — Prte, + %
/
n + n
V2 = Qon—e“,u — Pn—e, + %
w = 90{@ — ¥n
S

Um die Korrelation zwischen den Zustinden der Markov-Kette zu verringern, werden oft zusitzliche,
mikrokanonische Aktualisierungsschritte verwendet, welche die Wirkung nicht verandern. Der Vorfaktor
von (2.7) ergibt sofort die triviale Lésung ¢!, = ¢, mod 27. Die nicht-trivialen Lésung(en) folgen dann

aus der Bedingung

> [onte, Sin(v1) + pn—c, sin(va)] =0,
I3

Der allgemeine Ansatz ¢/, = ¢, + 2a mod 27 ergibt

old

V1 = _Qan,u - (pn-i—eu + @n +a= {)1 +
Ve = QOn—c, u — Pr—ec, + 02+ a =1+

Aus obiger Bedingung folgt somit

ZN [Pn+eu sin(1) + Pn—e, Sin({@)]
ZM [pn-i-eu cos(91) + pr—e, COS(ﬁQ)] .

tan(a) = —

a eindeutig im Bereich [—7, 7) gegeben. Die nicht-triviale Losung ¢, = ¢, + 2o mod 27 ist daher ein-
deutig.

Die Trennung des komplexen Higgsfeldes in Winkel und Betrag entspricht einem Ubergang zu Polarko-
ordinaten, d.h.

do — dppdp.
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Bei der Aktualisierung der Higgslédnge kann dies entweder durch eine entsprechende Verteilung bei der
Auswahl oder durch eine verdnderte Wirkung beriicksichtigt werden. Hier wurde letzterer Weg gewéhlt.
Desweiteren stellt sich die Frage, wie man mit einer vorgeschlagenen negativen Higgsldnge umgeht. Eine
Moglichkeit besteht darin, derartige Vorschlige zuriickzuweisen und den alten Wert der Higgslinge zu
behalten. Andererseits kann man als Vorschlag auch den Absolutbetrag verwenden. Es zeigt sich, dass in
beiden Féllen die detailed balance gilt und somit Vorschlige fiir p aus einer Gleichverteilung ausgewahlt

werden. Es wurde demnach die Vorschlagsregel

prn = P = lon + 78]
verwendet. r € [0, 00) bzw. £ € [—0.5,0.5) bezeichnen Skalenfaktor bzw. Zufallszahl. Die Wirkungsdiffe-

renz ergibt sich zu

ds = _(p;z - pn>H Z [anre“ COS((pn - Qen,u - (PnJreu) + Pn—e, COS(‘Pn + Qenfe“,,u - (pnfeu)]
m

+ ((0n)* = (pn)?) (14 M(p)* + (pn)* = 2)) = log(pl, /). (2.8)

2.1.3 Warmebad-Algorithmus

Anstelle des eben beschriebenen Metropolis-Algorithmus kam fiir die Aktualisierung des Higgsfeldes oft
eine Methode zum Einsatz, die in [29] fiir das SU(2) Higgsmodell beschrieben und hier auf den abelschen
Fall adaptiert wurde. Wird ein bestimmer Freiheitsgrad f aktualisiert, so lisst sich die Wirkungsinde-
rung als Differenz einer lokalen Wirkung Sio.(f;U(f)) beschreiben, welche durch die Umgebung® U( f)
parameterisiert und eine Funktion des betrachteten Freiheitsgrades ist. In einem Wéarmebad-Verfahren
entspricht der neue Wert f’ des betrachteten Freiheitsgrades einer Zufallsvariablen mit einer Verteilung

o = Stec(F V).

Der urspriingliche Wert hat damit auf die Wahl des neuen Wertes keinen direkten Einfluf. Eine indi-
rekte Beeinflussung, iiber die Umgebung als Mittler, findet jedoch statt. Im Vergleich zum Metropolis-
Algorithmus sind somit aufeinanderfolgende Zustinde weniger stark korreliert.

Obwohl das Problem der Generierung einer Verteilung der Form e~5(¢) dahingehend vereinfacht wur-
de, dass stets ein Freiheitsgrad nach dem anderen aktualisiert wird und lediglich eine eindimensionale
Verteilung der Form e~ Se<(f) zu erzeugen nétig ist, stellt auch diese Aufgabe oft genug ein Problem
dar. Im obig zitierten Warmebad-Algorithmus wird daher aus der lokalen Wirkung ein Gaufscher Anteil
separiert Sioc = Sqaut + SRest, da sich eine Gaufs-Verteilung numerisch effizient erzeugen lisst. Die zwei

wesentlichen Bestandteile des Algorithmus sind:

1. Der Vorschlag fiir den neuen Wert des Freiheitsgrades wird aus einer GauR-Verteilung e~ “Gaut

erzeugt.

2. Anschliefend wird durch einen Metropolis-Akzeptanztest mit der Akzeptanzwahrscheinlichkeit

e~ Srest die korrekte Verteilung e~ Siec sichergestellt.

Nur der erste Schritt entspricht einem reinem Warmebad-Verfahren. Der betrachtete Algorithmus ist

somit im engeren Sinne ein Hybrid-Algorithmus.

3Die Wechselwirkungen sind i.d.R. lokal, wodurch die Umgebung durch eine kleine Zahl von benachbarten Freiheitsgraden
gegeben ist.
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Separation des Gaufsschen Anteils Zunéchst ist es nétig, die Wirkung etwas umzuschreiben, um

den GaufRschen Anteil identifizieren zu kénnen. Komplexe Zahlen a = a® + ia’ lassen sich durch 2x2

aR —al + CLR CLI
a = a’ =
CLI CLR —aI aR

darstellen. Komplexwertige Higgs- und Eichfelder kdnnen nun als derartige Matrizen bzw. gegebenenfalls
R

Matrizen der Form

als Spaltenvektoren a = (a'*,a?)T aufgefasst werden. Es gilt:

R(Dhse, DU (n)$n) =R(@}, DU} ()b, ) = (2.9)

_ I COS(Qen,u) _Sin(Qen,u) R I T
_( n’¢n) (Sin(anyﬂ) COS(QQn#) ) ( n+eu7¢n+eu) (210)

=0 R? ybnve, - (2.11)
Hier wurde eine verallgemeinerte Rotationsmatrix

R [08(Qn)  —sin(Qbn,)
M\ sin(Qbn,)  cos(QOy,,.)

verwendet. Die lokale Wirkung Si,. beziiglich einer Anderung des Higgsfeldes am Gitterpunkt n (vgl.
(1.32)) ist somit durch

Stoc(Pn) =— K Z ¢£Rg,u¢n+eu -k Z qg—euRg—eu,pqﬁn (2.12)
o “w
+ & n + Al bn — 1]° (2.13)
gegeben. Der Ansatz
Sloc(¢n) = (¢n - bn)T(¢n - bn) + /\(qbz(bn - 1)2 (214)

fiihrt mittels Koeffizientenvergleich zu

K
bo =53 [R2bure, + R, e,
n

[\

wobei von ¢,, unabhingige Terme weggelassen wurden. Einsetzen von (1.30) ergibt explizit

K
b'rIE D) Z [pn+eu COS(Qenyl‘ + 50"+eu) + Pr—e, COS(Qom_eW“ o Sﬁn—e”)]
m

K

bfz = 9 Z [pn-i-eu Sin(Qen,u + %On-i-e“) — Pn—e, Sin(Qaz—e“,u - @n—eu)} .
I

Die lokale Wirkung kann nun in der Form (2.14) ausgedriickt werden. Der Einfluf der Umgebung wird

durch die Koeffizienten b,, erfasst.

ErhS6hung der Akzeptanzrate FEine Verbesserung des Algorithmus besteht darin, anstelle von Sqaug =
(n, — bp)T (¢, — by,) die Verteilung Sgaug = (¢, — a~1b,)T (¢, — a~1b,) zu verwenden, wobei o € R

zunichst frei gewdhlt werden kann. Der Ansatz

Sloc(¢n) = a(¢n - ailbn)T(an - ailbn) + )\(¢S¢n - 0(21)2 — Ca
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fiihrt auf die endgiiltige Form der lokalen Wirkung. Der Vergleich

(fn = b0) T (Gn = bp) + AMBLd — 1)2 = (pn — " 00)T (d — @7 1bn) + MPL b — 12)? — ca

ergibt
9 a—1
=1
KRN
bl'b,  (a—1)2
o = —_— — 1.
‘ @ + 4 ta

Eine Anderung von o bewirkt eine Verschiebung des Maximums der Gauf-Verteilung auf ¢ = %"
Auflerdem wird die Varianz dieser Verteilung beeinflusst. Die (normierte) Akzeptanzwahrscheinlichkeit

der aus der Gauk-Verteilung erzeugten Anderungsvorschlige

1 2,\2
Pace(dn) = 7 e~ Mo n—v2)

ist ebenfalls von « abhingig. « sollte moglichst so gewédhlt werden, dass die Akzeptanzrate, d.h. der

Erwartungswert der Akzeptanzwahrscheinlichkeit bei normalverteilten Vorschligen, maximal wird.

(Pace) = 1 > / b / T AGRdp] MO+ —02)? mal(@f—a b (8] —a 18] e (2.15)
1 o0 o0

= / / dofdpl e Soctn (2.16)

=max (2.17)

Fiir die Normierungen 7, Z,.. findet man
> > R —1pRy2 I —1p1y2 Y
VA :/ / doltdpl eellon—a b)) +(én—aby) pea — _gla
—00 J —00 o

bzw.

Zace :/oo /OO d¢ﬁd¢fle*A(¢52+¢f*vi)2 — /OO /W Tdrd(pefA(Tz*Ui)Q
—o0 J—o0 0

> Az2 7T% :
=7 dze ™ = ——, I, €1[1,2].
/_ug la\/X 1,2]

Da lokale Wirkung Sjo. gar nicht und Z,.. nur schwach von « abhéngen, folgt aus der Extremalbedingung

(2.17) sofort
91 _9da _._,
daZ  Odam o
Dies fiihrt auf

l—a—coa=0

Oa

und folglich auf eine kubische Gleichung in «

AR +b1°) = a3 — a%(1 — 2)) — 2\a.
Da die kubische Gleichung in jedem Aktualisierungsschritt zu 16sen ist, was einigen numerischen Aufwand
bedeutet, wurde eine Niherungslésung verwendet. Fiir nicht zu grofie b,, und X gilt

3+ 20+ /1 +4(1 + 405 + 4bI)A(1 + N)
4(1+X) '

Qopt ~
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Erzeugung der Gauf-Verteilung Um die Felder ¢?, ¢! mit einer Gauk-Verteilung zu erzeugen, geht

man zu Polarkoordinaten iiber.
dpRdgheel@n—e b (@ —aT ) e — g dyeel@ +u7)
2 1
=rdrdpe” " = —e “dudy
2

Wenn man u mit einer Verteilung oc e~ generiert? und ¢ uniform aus [0, 7) erzeugt, so sind die Variablen

2,y normalverteilt. Analog erhilt man die normalverteilten Felder

bR

o2 =0 4 [ cosy
(6% (6%
b[

ol =22 4 [ Zsing
(6% (6%

Reflexionsschritte Um Autokorrelationen weiter zu senken, wurden Reflexionsschritte

PR L
@)

verwendet. Der Gaufische Anteil ist invariant unter einer derartigen Reflexion, jedoch trifft dies nicht auf
die Gesamtwirkung zu. Ein Reflexionsvorschlag wird mit der Wahrscheinlichkeit

Dref = min[l’ esloc(¢n)7sloc(¢;,)]

angenommen.

2.2 Statistische Fehleranalyse

Sei O eine Sequenz (Messreihe) von Zufallsvariablen O; mit jeweils der gleichen Verteilung. Die Ergo-
denhypothese besagt, dass im thermodynamischen Gleichgewicht der Mittelwert dieser Zufallsgréfien im
Limes unendlicher langer Sequenzen gegen ihren Erwartungswert (Ensemblemittelwert) konvergiert. Fiir
statistisch unabhingige Zufallvariablen O; innerhalb einer Messreihe folgt die Ergodenhypothese sofort
aus dem zentralen Grenzwertsatz. In Markov-Prozessen sind die Werte der Zufallsgrofie einer Messreihe
im Allgemeinen jedoch korreliert. Die Ergodenhypothese stellt in diesem Fall eine Forderung dar, deren
Erfiilltheit erst die Moglichkeit der Schiatzung von Erwartungswerten bedingt. Allgemein gilt: Der Erwar-
tungswert (O) einer Zufallsgrofle O wird als Mittel {iber M unabhingige Realisierungen von Messreihen
der Liange N im Limes M — oo definiert [30]

M
(O) = lim iZoj.
j=1

Die Varianz einer Zufallsgrofie ist durch Erwartungswerte definiert

7 = (0~ (0)?) = 37 (07 - (O))*

4Sei r eine gleichverteilte Zufallszahl € [0,1). Die Variable u = —In(1 — r) ist dann eine Zufallszahl € [0, 00) mit der

Verteilung e~ ".
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Im Speziellen ergeben sich Erwartungswert und Varianz von Einzelmessung O; bzw. Mittelwert O =
LSV 0, durch die Substitutionen O — O; baw. O — O.

In der Praxis ist meist eine einzelne Messreihe gegeben. Falls ihre Einzelmessungen O; unkorreliert®
sind, lassen sich Erwartungswerte und Varianzen durch Schitzer approximativ bestimmen. Dies ist ele-

mentare Statistik und man findet®

[ 1 N .
0, =(0-0)? =+ Z(Oi - 0)?

5.1 5
(o N—]_O.Ol.

2 .=
o

2.2.1 Autokorrelation

Wenn die Einzelmessungen O; unkorreliert sind, gilt

7%
o} = Wl ! beliebig

Bei korrelierten Messungen findet man stattdessen [30]

2
_ 90,

N

o 2Tint,0

Qv

d.h. effektiv eine Reduktion von /N abhéngigen Messwerten in N.f; = % unabhingige Messungen

der Zufallgréfe O. Die integrierte Autokorrelationszeit Ting,o ldsst sich mittels

k

Tint,0 = % + ZAo(k)(l - N) (2.18)
k=1

aus der Autokorrelationsfunktion Ao (k) bestimmen, wobei

(O1014k) — (O1)?
(OF) = (On)*

Ao(k) =

Die Autokorrelationsfunktion fillt iblicherweise im Limes k — oo exponentiell ab (Abbildung 2.2). Dies

erlaubt die Definition der exponentiellen Autokorrelationszeit Texp 0.

ok
lim Ap(k) = ae o0

k—oo

Exponentielle und integrierte Autokorrelationszeit stimmen im Allgemeinen nicht exakt {iberein. Fiir den
Spezialfall einer bivariaten Zeitreihe findet man z.B.
Tint,0 = 7-exp,O[l +

—
12Texpyo

3d.h. (0;05) = §;(07) + (1 = 8:5)(0:)(O0;)
SDie Schitzer sind hier durch "~ gekennzeichnet; fiir die Varianz des Mittelwertes ist der Bias-korrigierte Schitzer ange-

geben.
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Abbildung 2.2: (a) Autokorrelationsfunktion und (b) integrierte Autokorrelationszeit der quadrierten Higgslédnge
p? und der Monopoldichte pmon. Das abelsche Higgsmodell wurde auf einem 24% Gitter mit den Parametern Q = 1,
8= 2.0, k =0.3769, A = 0.02 simuliert. Es wurden {iber 10007in; Messungen durchgefiihrt.

Oft ist die exakte Berechnung (2.18) zu aufwindig und 7in;,0 wird selbstkonsistent iiber einen rekursiven

Algorithmus bestimmt. Man verwendet (k‘% < 1)
ktnax 1
Tint,0 ~ Ting,0 = 5 + Z AO(k)

und berechnet ausgehend von k., = 1 die Approximationen Ti’]fl‘;‘_"‘o" fiir wachsendes k,,.x. Falls
k > 6rimax ~ 6,
max int,0 ™~ exp,0O

so tragen weitere Summanden nur noch vernachléssigbar zur Schétzung von 7in¢, 0 bei und der Algorithmus
wird beendet.

Die Autokorrelationszeit der Messreihe wird als Maximum der Autokorrelationszeiten aller gemessenen
Observablen abgeschitzt. Dies ist allerdings problematisch, falls weitere ,versteckte* Korrelationen in nicht

betrachteten Groflen vorhanden sind.

2.2.2 Binning und Jackknife

Eine einfache Méglichkeit, den statistischen Fehler von Schitzungen von Erwartungswerten zu berechnen,
bietet die Binning-Analyse. Dabei wird die Messreihe in Np gleichgroe, paarweise disjunkte Blocke

aufgeteilt und jeder Block als eine unabhéngige Messung betrachtet. Man erhilt einen Schitzer O B, flr

den Erwartungswert (Op) in jedem Block i und schiitzt die Varianz von Op = NLB Zi\fl Op.; durch

On - NB(NB—l) P

ab. Voraussetzung ist natiirlich, dass die Blocklinge mindestens 270 int betrdgt und die Anzahl Np

hinreichend grof ist. Zur Abschitzung des Erwartungswertes (Op) wird 10) B,; mit dem Schétzfehler 0’2@3

verwendet. Da 70 int im Allgemeinen nicht bekannt ist, muss bei einer griindlichen Analyse eine Zerlegung
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mit variabler Anzahl Np erfolgen. Das Verwenden geniigend grofler Binlingen und hinreichend vieler
Binblécke wird durch das Erreichen eines Plateaus im berechneten Fehler signalisiert. Da diese Analyse
sehr aufwindig ist, verwendet man oft eine geeignete, feste Anzahl von Bins und priift, ob die Binlénge
nach konservativer Schétzung der Autokorrelationszeit mindestens 270 it entspricht.

Ein anderes hiufig eingesetzes Verfahren ist die Jackknife-Analyse. Hierbei wird die Messreihe der Léan-
ge N in N gleichgrofe, {iberlappende Blocke eingeteilt. Ein Jackknife-Block wird iiblicherweise durch das
Entfernen eines Binning-Blocks aus der Messreihe gebildet. Der Erwartungswert wird in jedem Jackknife-
Block geschétzt. Die einzelnen Schétzer sind durch die Wiederverwendung der Messwerte trivial korreliert.
Diese triviale Korrelation hat jedoch einen génzlich anderen Ursprung als die temporale Korrelation der
Werte der Messgréfe in einem Markov-Prozess [31] und wird durch einen zusétzlichen Faktor (N; — 1)2

im Schétzer der Varianz beriicksichtigt.

Ny
5 NJ -1 N =
2 _ 02
7%, = "N, ;:1:(01,1 0)

Die Bezeichnungen O, (Schitzer im Jachknife-Block i) und O; (Mittelwert der Schitzer O;) sind
analog den in der Binning-Analyse verwendeten definiert.

2.3 Reweighting

Um das Verhalten einer Messgrofie iiber einen gewissen Parameterbereich zu bestimmen, scheint es nétig
zu sein, viele Messreihen bei verschiedenen Parameterwerten durchzufiihren. Reweighting stellt hier ein
Monte-Carlo Methoden eigenes Verfahren dar, aus einer Messreihe mit einem gew&hlten Parametersatz
Ergebnisse bei nahe benachbarten Parametersidtzen zu erhalten. Die Wiederverwendung von Messdaten
fiihrt zu erheblicher Einsparung von Rechenzeit. Die Grundidee des Reweighting ist sehr einfach und
wurde in der heutigen Form von Ferrenberg und Swendsen [32][33] vorgestellt. Oft unterscheidet man, ob
eine Messreihe (einfaches Reweighting - single histogram method) oder mehrere Messreihen (mehrfaches
Reweighting - multi histogram method) zur Extrapolation verwendet werden. Der anglizistische Name ist

etwas irrefilhrend, da das Verwenden von Histogrammen nicht notwendig ist.

2.3.1 Einfaches Reweighting

In Monte-Carlo Verfahren werden Erwartungswerte nach (2.2) abgeschitzt. Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung Pg(c) im Gleichgewicht bei gegebener Kopplung [ sei wie in den vorangegangenen Abschnitten
von der Form Pj(c) o e~#5(¢).7 Bei der gewichteten Stichprobenwahl und gegebener Kopplung 3, erfolgt
die Auswahl der Zustinde einer Messreihe aus der Boltzmann Verteilung oc e=%5(¢). Der Schitzer Xp,
wird anschliefend aus (2.2) bestimmt. Aus der gleichen Stichprobe C lasst sich jedoch auch der Schitzer

X g fiir den Erwartungswert bei einer anderen Kopplung [ ermitteln:

% T g e BRI X (o)
S cq e B8

(2.19)

"Das abelschen Higgsmodell besitzt mehrere Kopplungsparameter. Die hier dargelegten Verfahren lassen sich ohne wei-

teres auf den Fall mehrerer Kopplungsparameter tibertragen.
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7
6t
5E

o~ 4

E? 5 Abbildung 2.8: Das normierte Histogramm von p?, ge-

messen bei k£ = 0.3769 und durch Reweighting gewonne-

2 nen bei anderen k Werten. k = 0.3776 liegt nicht mehr
Ly im giiltigen Reweightingbereich. Die Messparameter ent-
14 sprechen denen aus Abbildung 2.2.

Dies ist Reweighting in seiner einfachsten Form und es ermdoglicht, die Ergebnisse von Messreihen bei
verschiedenen Kopplungsparametern aus einer einzigen Messreihe zu bestimmen. Einen dquivalenten, auf
Histogrammen basierenden, Zugang erméglicht (2.1).

Den Schitzer des Erwartungswertes von X bei einer festen Kopplung () erhdlt man auch aus

Zs,m xpﬁo (Sv :E)

%y, = e (53
’ Zs,m Pﬁo(svx)

mit Schitzern Pg, (s, ) fiir die (nicht normierte) Wahrscheinlichkeitsdichte Pg,(s,z) = g(s,z)e %05,
Die Anzahl g(s,x) der Zustdnde mit den Werten s bzw. « von S bzw. X wird als Zustandsdichte be-
zeichnet. Die Schétzer der Wahrscheinlichkeitsdichte sind {iblicherweise in der Form von 2-dimensionalen
Histogrammen gegeben. Dabei erfolgt zunichst eine Einteilung aller mdglichen Werte von (S, X) in K
Klassen. Die N Messungen der Messreihe werden anschlielend diesen Klassen zugeordnet. N (s, z) gibt
die Anzahl der Messungen an, welche die Energie s und Wert = der Zufallsgrofle besitzen. Die relative
Haufigkeit N(s,z)/N einer Klasse dient als (unnormierter) Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte. K
sollte nicht zu klein gew&hlt werden, um systematische Fehler aufgrund der Diskretisierung auszuschliefen.
Damit der relative statistische Fehler in jeder Klasse gering bleibt, sollten die Klassen hinreichend viele
Messergebnisse umfassen. Deshalb darf K auch nicht zu groff gewdhlt werden.
Der Schitzer des Erwartungswertes der Zufallsgrofie bei einer Kopplung 3 ergibt sich nun zu

5 Zs x IPg(S, 1‘)
Xp =20t
Zs7x Pﬁ(S,I)
ZS = IPBO(S’ z)ef(ﬁ*ﬁ‘ﬁ)s
B ZS x P/ﬂ() (57 :L‘)ef(ﬁfﬁ())s

Falls X = S gilt, vereinfachen sich obige Formeln entsprechend, und man erhilt ein eindimensionales
Histogramm. In (Abbildung 2.3) ist ein derartiges Histogramm dargestellt. Im Folgenden werde aus
Griinden der Einfachheit stets von einem eindimensionalen Histogramm ausgegangen.

Die Reweighting Methode kann nur bei nahe benachbarten Kopplungen verwandt werden und dies hat
folgenden Grund. Der relative Fehler in einer Histogrammbklasse mit /N unabhéngigen Eintragen betrigt
\/Lﬁ‘ Der Fehler ist bei statistisch seltenen Zustidnden demnach sehr hoch. Aus der Abbildung ist aber
ersichtlich, dass die Schitzung der Wahrscheinlichkeitsdichte durch seltene Zustédnde bestimmt wird,

sofern der betrachtete Kopplungsparameter zu stark von dem der urspriinglichen Messreihe abweicht.
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Der Fehler dieser Schitzung ist dann sehr hoch und das Verfahren ist nicht mehr anwendbar. Die starken
Fluktuationen des Histogramms fiir x = 0.3776 in Abbildung 2.3 signalisieren das Verlassen des erlaubten
Reweightingbereiches.

Um den Giiltigkeitsbereich von auf Reweighting beruhenden Messergebnissen zu erfassen, kann man
sich, wie eben angedeutet, auf Histogramme stiitzen. Eine genauere Analyse findet sich in [34]. Alternativ

kann man den Giiltigkeitsbereich durch das Kriterium

[(S)(B) = (S)(Bo)| < o5(bo)

definieren. Sofern die Wahrscheinlichkeitsdichte nicht sehr asymmetrisch ist, stimmen Mittelwert und Ma-
ximum ndherungsweise iiberein. Bei einer normalverteilten Wahrscheinlichkeitsdichte ist so der erlaubte
Reweightingbereich durch die Halbwertsbreite gegeben. Man findet [35][36]

|60 — B < 1 .
B C(Bo)V

Die spezifische Warme C(y) wird aus der Messreihe bei der Kopplung 3y bestimmt.
Paralleles Reweighting in n Parametern ldsst sich durch das Verwenden n + 1-dimensionaler Histo-
gramme bzw. Adaption von (2.19) ermdglich. Die maximale Anzahl der bendtigten Histogrammklassen

wichst allerdings sehr schnell mit n. Oft weicht man dann auf andere Verfahren aus [36].

2.3.2 Mehrfaches Reweighting

Um den Verlauf einer Messgrofie iiber einen gréfieren Kopplungsbereich studieren zu kénnen, ist es notig,
die Ergebnisse mehrerer Messreihen zu kombinieren. Ausgehend von einfachem Reweighting kann zwar
das Verhalten der Messgrofie in der Umgebung der Stiitzstellen bestimmt werden, jedoch ist noch unklar,
wie man daraus einen mdglichst stetigen Verlauf der Messgrofie iiber den gesamten Kopplungsbereich
erhilt. Zwei unterschiedliche Methoden sind hiufig anzutreffen:

Kombination von einfachem Reweighting Die einfachste Idee besteht darin, an jedem Stiitzpunkt
ein Reweighting zur betrachteten Kopplung durchzufithren und dort die Messgrofle und ihren Fehler
zu berechnen. Anschliefend werden die Einzelergebnisse fehlergewichtet kombiniert. Sei eine Menge von
Messergebnissen X; mit entsprechendem Fehler o; fiir eine bestimmte Kopplungsstirke gegeben. Den
besten Schitzer fiir den wahren Wert der Messgrofie (X) stellt

X =23 %/0?, 6% = —

RN (2.20)

dar. Dieser Schitzer ist optimal in dem Sinne, dass seine Varianz 62 = ((X — (X))?) minimal ist [35]. Das
eben dargestellte Verfahren ergibt eine Schiatzung fiir Messgrofie und Fehler, wobei Autokorrelationen
der individuellen Messgrofie X in optimaler Weise beriicksichtigt werden kdnnen. Sofern die betrachtete
Kopplung auflerhalb des Reweightingbereiches eines Stiitzpunktes liegt muss dieser aus der Mittelung aus-
geschlossen werden, da hierfiir keine genaue Fehlerbestimmung mdoglich ist. Fiir die Kopplungen, bei denen
eine Stiitzstelle gerade nicht mehr verwendet werden darf, kann dann in der Schéitzung der Messgrofe ein

Sprung auftreten. Dies kann hinderlich sein, wenn z.B. das Maximum einer Messgréfie zu bestimmen ist.
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Ferrenberg-Swendsen Reweighting Ein anderes Verfahren wurde zuerst von Ferrenberg und Swend-
sen [37] vorgeschlagen. In einem Monte-Carlo-Verfahren mit gewichteter Stichprobenwahl betrigt die

Wahrscheinlichkeit einen Zustand s mit der Energie S auszuwéhlen

Hier wird die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte P verwendet. Der Zustandssumme Z als Normierungs-
faktor wird im Weiteren eine wichtige Rolle zukommen. Momentan ist weder die Zustandssumme noch die
Zustandsdichte g(s) bekannt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte 14sst sich allerdings aus einem Histogramm
abschétzen. Dazu wird der Wertebereich von S diskretisiert und fiir jeden Stiitzpunkt ¢ gibt N;(s) die
Anzahl der Messwerte mit Wert s an. In jeder Messreihe der Linge n; erhélt man so eine Schitzung fiir

die Zustandsdichte

n; e [Bs

Der Fehler o; dieser Schitzung ist durch die Standardabweichung des mittleren Histogrammes N;(s)
gegeben. Man findet [35]

n; e fis’
Die optimale Schitzung der Zustandsdichte erhilt man nach (2.20) zu

2. NVi(s)

G(s) = — L=itVi\?)
g( ) Z] an-;le*ﬁjS

Die Zustandssummen 7}, welche ebenfalls noch unbestimmt sind, werden aus der Selbstkonsistenzbedin-

gung
_ —Brs __ Zz Nl(s)
Zu=) gls)e =3 SRR R CRAr
s J J

S

iterativ bestimmt. Fiir die Zustandssumme bei einer beliebiger Kopplungsstidrke (3 gilt damit

_ > Ni(s)

Der Schitzer f(s) fiir den Erwartungswert (f(s)) ergibt sich dann zu
A 1
_ —Bs
)= 7 S Sepatone

Durch die Verwendung mehrdimensionaler Histogramme lisst sich dieses Ergebnis fiir mehrere Kopp-
lungsparameter bzw. fiir nicht-energieartige Zufallsgroffen verallgemeinern. Eine Umformulierung ohne
Bezug auf Histogramme ist ebenfalls moglich [35].

Reweighting & la Ferrenberg-Swendsen fiihrt zu sehr glatten Verliufen der Messgrofie iiber den be-
trachteten Bereich des Kopplungsparameters. Die Implementierung ist allerdings aufwindig und auch

eine Fehleranalyse im Allgemeinen schwierig.



Kapitel 3

Phasenstruktur

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Phasenstruktur des 3D-abelschen Higgsmodells. Zunichst werden
Grundbegriffe aus der Theorie der Phaseniiberginge eingefiihrt. Dies geschieht sehr knapp, auf die reich-
lich vorhandene, weiterfiihrende Literatur sei hingewiesen. Anschliefend werden Grenzfille des abelschen
Higgsmodells diskutiert und die in diesen Limes bekannten Ergebnisse zusammengefasst. Nach der Defi-
nition der betrachteten Observablen werden Resultate der Phasenstrukturanalyse in der fundamentalen

Darstellung @ = 1 und in der Darstellung mit zweifach geladenen Materiefeldern (QQ = 2) vorgestellt.

3.1 Phaseniibergange

Naturgesetze zeichnen sich durch eine hohe Symmetrie aus, z.B. Translations- und Rotationsinvarianz.
Verschiedene Phasen (Aggregatzustinde) von Materie lassen sich oft durch die jeweils realisierte Unter-
gruppe klassifizieren. Aufere Bedingungen (z.B. Temperatur, duRere Felder, ...) legen fest, welche der
moglichen Phasen tatsdchlich eingenommen wird. Durch Verdnderung dieser Bedingungen kann Materie
ihren Phasenzustand verédndern. Es findet ein Phaseniibergang statt. Die Klassifikation von Phasen-
iibergédngen nach Ehrenfest verwendet die freie Energie bzw. ein anderes geeignetes thermodynamisches
Potential. Ein Phaseniibergang ist vom Typ erster Ordnung, wenn eine partielle Ableitung des thermo-
dynamischen Potentials nicht stetig ist. Sofern mindestens eine n-te Ableitung des Potentials unstetig ist
und alle niedrigeren Ableitungen stetig sind, liegt ein Phaseniibergang n-ter Ordnung vor. Kontinuierliche
Phaseniibergénge (n > 2) sind von besonderer Bedeutung, da unter ihrem Einflu} kritische Phinomene
auftreten. Beispielhaft dafiir sind die kritische Opaleszenz in bindren Fliissigkeiten und das Einsetzen von
Ferromagnetismus in ferromagnetischen Materialien zu nennen. In der kritischen Region wird das Verhal-
ten vieler Observablen durch kritische Exponenten bestimmt. So ist das Verhalten der Korrelationsldnge

nahe der kritischen Kopplung von der Form!

§n~ |t|_uv t= (31)

Hierbei bezeichne v den kritischen Exponenten und (7,) T die (kritische) Kopplung. In vielen Model-
len lassen sich ebenso kritische Exponenten fiir andere Gréfen finden, so skaliert im Ising-Modell die

dln f(1)

L Allgemein wird der Exponent p einer Funktion f(7), d.h. f(7) ~ T#, wie folgt definiert: p = lim,_.¢ Al

37
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spezifische Warmekapazitiat Cy wie

Oe o

Zwei Modelle gehoren in die gleiche Universalitdtsklasse, wenn sie die gleichen kritischen Exponen-

Die Energiedichte sei mit e bezeichnet.

ten aufweisen. Experimente und Computersimulationen belegen, dass die Eigenschaft, einer bestimmten
Klasse zuzugehoren, nur von wenigen Parametern wie der Dimension des Systems und Anzahl der Kompo-
nenten des Ordnungsparameters abhéngt. Insbesondere spielen die Topologie des Gitters und die genauen
Kopplungsstarken der Wechselwirkungen keine Rolle. Dieses nicht-triviale Verhalten, die Universalitdt,
kann durch den Renormierungsgruppenansatz erklart werden.

Prinzipiell kdnnten kritische Exponenten direkt aus ihrer Definition bestimmt werden, d.h. die ent-
sprechenden Observablen werden in einer Umgebung der kritischen Kopplung gemessen und anschlieftend
wird durch einen Fit der Exponent bestimmt. Allerdings ist dieses Verfahren mit einigen Problemen be-
haftet, die seine Anwendung in der Praxis ausschlieffen. So ist das vorausgesetzte Skalenverhalten nur nahe
der kritischen Kopplung giiltig. Oftmals ist es schwierig zu entscheiden, welche Messwerte zur kritischen
Region gehdren und welche nicht. Zudem muss die kritische Kopplung genau bekannt sein. Entscheidend
ist aulerdem, dass hinreichend grofse Systeme betrachtet werden, um Finite-Size-Effekte auszuschliefien.

Der Finite-Size-Scaling Ansatz erlaubt es nun, diese Probleme zu umgehen. Phinomenologisch wird
hierbei eine Skalenhypothese vorausgesetzt. Mit Methoden der Renormierungstheorie 13sst diese sich auch
streng begriinden. Der singuldre Anteil der freien Energiedichte fsng = —% In Z eines Systems skaliere
wie

Fing ~ [t~ FL(L/E).

Die Korrelationsldnge im unendlich ausgedehnten System gehorche dabei (3.1). Die Skalenfunktion Fy
hat die Eigenschaften:

Fi(x) = const, fiir x> 1

Fi(z) ~ x| fiir 2 — 0.

Die Vorzeichen von F beziehen sich auf die verschiedenen Seiten der Ann&herung an den Phaseniiber-
gang. Durch Differenzieren der freien Energiedichte ergibt sich das Skalenverhalten der entsprechenden

Momente, z.B. gilt fiir (den singuldren Anteil der) die spezifische Warmekapazitét
ov=(52) ~ureeawe.
or? ),
Nach einer Umdefinition der entsprechenden Skalenfunktion z.B. C4(z) = #~*C.(2") findet man
Cy ~ LVCL(LY"|t)).

In der Nihe des kritischen Punktes ¢ — 0 ist die Korrelationsldange £ des unendlich ausgedehnten Systems
groRer als die Gitterlinge L eines System endlicher Grofe, d.h. L/¢ — 0. Insbesondere folgt aus den
Skalierungsverhalten der Skalenfunktion C. (z) = const und somit fiir 2 — 0

Cy ~ LV,
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Analog folgt aus der Skalenhypothese fiir das n-te Moment der freien Energie fiir ¢ — 0

o f
~ L(n—2+a)/l/.
orm

Aus der Kenntnis zweier verschiedener Momente lassen sich demnach sowohl v als auch « direkt bestim-

men. Tatséchlich lassen sich beide Exponenten allein aus dem dritten Moment bestimmen, da dieses eine
spezielle Struktur mit Maximum und Minimum aufweist. Diese Methode wurde vor kurzem erfolgreich
eingesetzt, um die Phasenstruktur des abelschen Higgsmodells im London-Limes zu untersuchen [38][12].
Weiterhin kann v aus dem Verhalten der pseudokritischen Kopplung bestimmt werden. Nach dem Ska-
lenansatz ist die Skalenfunktion C: nur von der dimensionlosen Skalenvariablen L'/ Y|t| abhéngig. Bei
festgehaltener Gittergrofie ist das Maximum der Warmekapazitdt durch das Maximum der Skalenfunkti-
on bei Zmax = LYVt L,max gegeben. Da die Position des Maximums aber nicht von L abhéngt, gilt

TL,max = T(’(l + xmaxLil/V)- (32)

Die Skalenhypothese ist allerdings nur giiltig nahe des kritischen Punktes und fiir nicht zu kleine Git-
ter. Unter Umstdnden miissen daher Korrekturterme beriicksichtigt werden. Eine genauere Betrachtung
dazu findet sich in [39]. Da hierzu eine sehr gute Qualitit der Messdaten erforderlich ist, ermittelt man

praktischerweise v anderweitig und nutzt (3.2), um 7, genau zu bestimmen.

3.2 Grenzfille des abelschen Higgsmodells

Die prinzipielle Phasenstruktur wurde durch die Pionierarbeit von Fradkin und Shenker [9] vor einiger
Zeit untersucht. In drei Dimensionen zerfillt das Phasendiagramm in eine symmetrische-confined Pha-
se und eine Higgs-deconfined Phase. Die erste Bezeichnung bezieht sich auf das Higgskondensat p? und
beschreibt seine thermodynamischen Eigenschaften. Die kompakte U(1)-Eichtheorie weist zudem topolo-
gische Defekte in Form von Monopolen und Dirac-Strings auf. Der permanente Einschluss (confinement)
von Testladungen in der reinen Eichtheorie wird durch die Ankopplung von Materiefeldern zerstért. Der
thermodynamische Ubergang kann demnach durch einen confined-deconfined Ubergang topologischer
Defekte [10][8] erklédrt werden.

Fiir @ = 0 (nicht-geladene Materiefelder) entkoppeln Eichfelder und Materiefelder. Im London-Limes
fallt dieses Modell in die Universalitdtsklasse des 3DXY-Modells und besitzt einen kritischen Punkt bei
ke & 0.453 [38].

Fiir die fundamentale Darstellung (Q = 1 ist bekannt, dass kein gewthnlicher Phaseniibergang zweiter
Ordnung mit lokalem Ordnungsparameter existiert. Tatsichlich wird jedoch vermutet, dass in der funda-
mentalen Darstellung () = 1 ein confinement-deconfinement Phaseniibergang durch Kosterlitz-Thouless-
artiges Binden der Monopole in Dipolpaare stattfindet [10]. Es wurde gezeigt [10][40], dass ein derartiger
Phaseniibergang durch kritische Fluktuationen des Materiefeldes hervorgerufen werden kénnte, welche
dann mit einer negativen anomalen Dimension des Eichfeldpropagators einhergehen [41][42]. Das Verhal-
ten des Eichfeldpropagators wird in einem spateren Kapitel eingehend untersucht. Die Situation &ndert
sich, wenn zweifach geladene Materiefelder () = 2) vorhanden sind. Eine kiirzlich erfolgte Studie belegt,
dass dann im London-Limes ein Phaseniibergang zweiter Ordnung existiert [38][12]. Dabei wurden sich
kontinuierlich verdndernde kritische Exponenten «, v entlang der kritischen Line im (-x-Parameterraum

festgestellt.
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Fiir schwache Ankopplungen des Materiefeldes (kleine ) verhalt sich das System mit @ = 1 qualitativ
wie die U(1)-Eichtheorie und befindet sich in der symmetrischen (confined) Phase. Fiir grofie « (Higgs-
phase) sinkt die Monopoldichte und das Monopolplasma weicht einem diinnen Dipolgas. Die Bedingung
Kk — oo fithrt auf @, 4, + QOp, — pn = 27ly, , mit I, ;, € Z. In der unitdren Eichung Vn(p, = 0) ergibt
dies die Bedingung

_ 2r
n,uw — Q

Fiir Q = 1, und somit VnVu(6,,,, = 0), reduziert sich das Modell auf die ¢*-Theorie und ist trivial im
London-Limes. Das Modell mit () = 2 ist im London-Limes dquivalent zur Zs-Eichtheorie, welches sich
in der Universalitdtsklasse des 3D-Ising-Modells befindet.

0

by, Onpu€l—mm).

Das System ist fiir 3 — oo #quivalent zum 2-komponentigen ¢*-Modell (Ginzburg-Landau Modell
ohne Eichfeld). Dies gilt fiir alle  und ist aus der folgenden Uberlegung einsichtig.? Der besagte Grenz-
fall fithrt fiir den Plaquettewinkel 6%°% = df + 27sp zur Bedingung 0229 = 0. Somit folgt df = —2msp.
Das Verschwinden der zweimaligen duReren Ableitung (d? = 0) und ein unendlich groRes, einfach zusam-
menhingendes Gitter vorausgesetzt, gilt unter Verwendung des Poincaré-Lemmas fiir die Linkvariable
Ony = dxn + 27l ,, d.h. sie ist eine reine Eichtransformation. Damit reduziert sich der Wechselwir-
kungsterm des Modells auf —k}_, , pnpn+e, cos(dd, + Qdxn). Die Substitution ¢ — ¢ = ¢ + Qx
ermoglicht ein Ausintegrieren der Freiheitsgrade von ¢ und man erhilt die Wirkung des 2-komponentigen
¢*-Modells:

5454(12) = *“Z PnPnte, cO8(d9],) + Z(Pi +App = 1)?)

n, 1 n

Eine Bestimmung kritischer Kopplungen und Exponenten dieses Modells findet sich in [43]. Im London-
Limes geht dieses Modell in das 3D-XY Modell iiber. A — 0 fiihrt zum Gaufisschen Modell.

Fiir kleine quartische Selbstkopplungen ist bekannt, dass in der fundamentalen Darstellung @@ = 1 ein

Phaseniibergang erster Ordnung existiert [11].

3.3 Observablen

Wirkungsbestandteile von (1.34) und topologische Messgrofien stellen wichtige Observablen dar, die wih-

rend der Monte-Carlo-Simulationen gemessen wurden.

3.3.1 Wirkungsbestandteile

Die Gesamtwirkung des abelschen Higgsmodells (1.34) setzt sich aus Eichwirkung Sgauge, Linkwirkung
Siink und Higgsanteil S, zusammen. Es gilt

Saum = ﬁSgauge + KSlink + )\Sp + Z p?z

2Differentialformen auf dem Gitter werden im nichsten Abschnitt besprochen.
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mit
Sgauge - - Z COSs Ggaq
P
Stink == Y Y Pupnte, €0S(Pnte, + QOn i — on)
noop

Sp= Z(Pi — 1%

Eine, besonders fiir das Gebiet des Phaseniibergangs erster Ordnung, wichtige Observable ist die normierte

quadrierte Higgsléinge (Higgskondensat) p? = % >, pa. Mit ihrer Hilfe ldsst sich die dimensionslose
Oberflachenspannung definieren als

8% . Puax(p®)

c=——=1In

© 202 Pa(p?)’ 22)
Prax(p?) bzw. Ppin(p?) bezeichnen Maximalwert bzw. Minimalwert des Histogramms von p? nach einem
Reweighting und werden wie folgt berechnet: Im Gebiet eines Phaseniiberganges erster Ordnung weist
das Histogramm eine Zwei-Peak-Struktur auf. Dabei entsprechen beide Peakpositionen nihrungsweise
dem mittleren Wert von p? in den entsprechenden koexistierenden Phasen. Durch Reweighting lisst
sich das Verhiltnis beider Phasen unter anderem derart justieren, dass beide Peaks die gleiche Hohe
aufweisen, d.h. der jeweilige Wert des Higgskondensates die gleiche Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt,
vgl. Abbildung 3.1(a). Die Fliche 2L? in (3.3) entspricht den hypothetischen Minimalflichen, welche das
Gitter in zwei Gebiete mit koexistierenden Phasen aufteilen.

Die latente Warme Lj,¢, angegeben in Kontinuumseinheiten, ist proportional zum Peakabstand im

Histogramm, d.h.
L 1
= 5. (3.4)
3

3.3.2 Topologische Observablen

Topologische Observablen lassen sich sinnvollerweise durch die Verwendung von Differentialformen auf
dem Gitter definieren [44][45]. Eine Differentialform vom Rang k auf dem Gitter ist eine Funktion ¢ iiber
den k-dimensionalen Zellen ¢, des Gitters. Beispielsweise bildet das Higgsfeld (Eichfeld) eine 0-Form (1-
Form). Die aus dem Kontinuum bekannten Begriffe der dufferen Ableitung und des Skalarproduktes von
k-Formen iibertragen sich in folgender Weise auf das Gitter:

(d¢) Chy1 — Z Sign(ck)¢ck

CLEDCK 41

(¢7 w) = Z ¢Ck ¢Cka ¢7 w k;—Formen.
Ck
Zu jeder k-Form des 3-dimensionalen Gitters existiert eine duale (3—k)-Form *¢ auf dem dualen Gitter,
analog entspricht einer k-dimensionalen Zelle ¢;, eine (3 — k)-dimensionale Zelle *cj. Das Kodifferential
0 = *dx* ist adjungiert zur dueren Ableitung, d.h (d¢, ) = (¢, d). Der Hodge-Sternoperator erfiillt in

3 Dimensionen fiir alle k-Formen *? = id.
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Der Plaquettewinkel 6P!a4 st eine 2-Form und erfiillt (1.28), d.h.
P24 = df + 275

Die ganzzahlige 2-Form s ist derart gewahlt, dass #P29 ¢ [—7, 7) fiir jede Plaquette gilt. Dirac-Strings
werden durch die 1-Form *s reprisentiert, (Anti-)Monopole durch die 0-Form xj, wobei gilt

1
j= Q—daplaq = ds.
T

Aufgrund von § * s = xj bilden Dirac-Strings entweder geschlossene Schleifen oder verbinden Monopole
(*j > 0) mit Antimonopolen (xj < 0). Aus dem Kalkiil folgt sofort die Eichinvarianz der (Anti-)Monopole.
Dirac-Strings hingegen stellen eichabhéngige Grofien dar: Unter einer kompakten Eichtransformation
0 — 0’ = 6+da+27m dndert sich zwar nicht die auf das Intervall [—7, 7) eingeschréankte Plaquettevariable
grlaa _, gplaa’ — g4 o7’ 4 27rdm = HP#9, und somit auch nicht j, wohl aber die 2-Form s — s’ = s— dm.

Abrikosov-Nielsen-Olesen-Strings xo (ANO-Strings) sind im Gegensatz zu den Dirac-Strings eichin-
variante Linienobjekte des dualen Gitters [46][47]:

o — i(*delink — Q% 0P89) = xdl — Q 5.
2T

Die 1-Form 6"k = dy + Q6 + 27l ist invariant unter Eichtransformationen. Hier ist wieder | € Z
derart gewahlt, dass #""% im Intervall [~7,7) liegt. Aus der Definition der ANO-Strings folgt unmit-
telbar die Relation § x 0 = @ x j. Daher bilden auch diese Strings geschlossene Schleifen oder enden
an (Anti-)Monopolen. Im Gegensatz zu Dirac-Strings sind mit jedem (Anti-)Monopol @ ANO-Strings
verbunden.

Monopoldichte pyon, Dirac-Stringdichte ppirac und ANO-Stringdichte p,;,, sind definiert als normierte

Summe tiber alle 3- bzw. 2-dimensionalen Elementarzellen des Gitters, d.h.

1 ) 1 1
= — s B = — spl, = op|.
Pmon Vv EC |]c| PDirac Npla.q EP | P| Pano Mplaq ; | P|

3.3.3 Suszeptibilitdt und Binder-Kumulanten

Aus den Momenten einer jeden Observablen O lassen sich verallgemeinerte Suszeptibilitit yo und Binder-
Kumulante Bo definieren:

1 1 (0%
= — [(0% — (0)? Bo=-|1—-—"=].
xo= 09 =02 Bo=3 (1~ 355 )
Sofern ein Phaseniibergang erster Ordnung vorliegt, ist eine Zwei-Peak-Struktur in einer geeigneten Ob-
servablen O zu erwarten. Seien O; und O, die Mittelwerte der beiden Peaks, dann gilt [4§]

<02> — 107 + 03, <O4> — 0] + 0203

mit ¢; + co = 1 und folglich By # 0. Fiir grofie Volumina V' skaliert die Kumulante ndherungsweise mit
dem inversen Gittervolumen, d.h. Bo = ¢+ ¢/V, mit zu bestimmenden Konstanten ¢ und e.
Sei nun ein Phaseniibergang zweiter Ordnung gegeben und die Observable O normalverteilt. Dann

gilt im thermodynamischen Limes
2
Bp =-— 3’ falls (O) =0

Bo ~LYv= falls (O) # 0.
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3.4 Phasenstruktur fiir die Darstellung () = 1

Die seit langerem bekannte Phasenstruktur fiir die Darstellung (Q = 1 wurde in gewissen Parameterberei-
chen bereits intensiv untersucht, so z.B. in einer kiirzlich erfolgten Studie bei 3 = 1.1 [49]. Die folgende
Analyse fand bei der Eichkopplung 3 = 2.0 statt. Diese Wahl erfolgte u.a., um fiir die anschliefenden Pro-
pagatormessungen einen Vergleich zu fritheren Arbeiten [50][51] zu ermdglichen. Das Eichfeld wurde mit
einem Metropolis-Algorithmus (vgl. Abschnitt 2.1.2) aktualisiert. Fiir das Higgsfeld kam der in Abschnitt
2.1.3 beschriebene Warmebad-Algorithmus zum Einsatz. Reweighting & la Ferrenberg-Swendsen ermég-
lichte die genaue Bestimmung pseudokritischer Kopplungen aus den Messdaten. Die kritischen Kopplun-
gen wurden anschliefend durch Extrapolation gewonnen. Das Fitten der Daten fand mit gnuplot v3.8j
statt, welches einen Marquardt-Levenberg Algorithmus verwendet.? Zur Darstellung der Daten wurde
ebenfalls gnuplot genutzt. Die Berechnung der statistischen Fehler erfolgte mit dem Jackknife-Verfahren.

Fitfehler wurden mittels gnuplot bestimmt.

2.5 T T T r r 14
12 F L =48, k = 0.376951(17)
ol L =24, k = 0.357859(6)
10 N
L =20, x = 0.357868(6) #4) L=10, 5 =0.376954(12)
15} 1 st
L =16, k = 0.357918(10) 6k L =32, k = 0.376975(14)
L =12, k = 0.358026(10) 4F L = 24, k = 0.3769670(6)
2F .. L=16, 5 =0.377071(19)
0 1 L bt 1 : ot oo 1
1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
2
P

Abbildung 3.1: Histogramme des Higgskondensates bei verschiedenen Gitterldngen L, (a) A = 0.005, pseudokri-
titisches x gegeben durch gleiche Peakhohe (b) A = 0.02, pseudokrititisches x gegeben durch das Maximum der
Suszeptibilitat x 2

3.4.1 Das Gebiet erster Ordnung

Bei fixierten 3 kann sich das System je nach Wahl von x in der symmetrischen Phase oder der Higgsphase
befinden. Erstere zeichnet sich durch ein dichtes Monopolgas aus, sowie durch ein linear mit dem Abstand
anwachsendes Potential zwischen Testladungen und daraus resultierendem Einschluss der Testladungen
[62]. Sie wird bei kleiner Wechselwirkungskopplung « realisiert. In Bezug auf die skalaren Freiheitsgrade
bezeichnet man diese Phase als symmetrisch. Fiir wachsende « erreicht das System die Higgsphase, in
der das einschliessende Potential unterdriickt wird, das Monopolplasma einem diinnen Gas aus Monopol-
Antimonopol Dipolpaaren weicht und nur kurzreichweitige Krifte zwischen Testladungen wirken. Auf-
grund des Einflusses des Higgsfeldes kommt es zur String-Brechung, welche effektiv zur Abflachung des

Potentials zwischen den Ladungen bei groferen Abstédnden fiihrt [52].

3Die Fitfunktion einschlieRlich Fitparameter und ihren Fehlern ist in den entsprechenden Diagrammen in der Form
y=1(x) dargestellt. Die Variablen z,y beziehen sich naturgemaf auf Abzisse und Ordinate.
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Abbildung 3.2: Berechnung von (a) latenter Wéarme (b) Oberflichenspannung im thermodynamischen Limes bei
A =0.005

Der Ubergang zwischen den Phasen ist fiir kleine quartische Selbstkopplung A von erster Ordnung. Fiir
grofe ) ist der Ubergang kontinuierlich. Ob ein echter Phaseniibergang (eventuell von Kosterlitz-Thouless
Typ) vorliegt, ist umstritten [53]|[40]. Eine wichtige Aufgabe dieses Kapitels besteht in der Abgrenzung
des Gebietes erster Ordnung vom kontinuierlichen Ubergangsgebiet. Die so ermittelten Selbstkopplungen
A und Wechselwirkungskopplungen « ermdglichen eine gezielte Messung der Propagatoren in den ent-
sprechenden Gebieten.

In Abbildung 3.1 (a) wird ein Histogramm der quadratischen Higgsléinge p? fiir verschiedene Git-
tergréfen bei einer Selbstkopplung A = 0.005 aufgezeigt. Messungen bei unterschiedlichen Werten der
Kopplung x wurden mittels Ferrenberg-Swendsen Reweigting vereint. Dies geschah jeweils fiir verschie-
dene Gittergrofien zwischen L = 12 und L = 24. Pseudokritische Kopplungen kénnen nach verschiedenen
Kriterien definiert werden. Hier wurde dasjenige « gewéahlt, bei dem beide Maxima der prominenten
Zwei-Peak-Struktur im Histogramm des Higgskondensates die gleiche Hohe aufweisen.

Deutlich ist in der Abbildung das typische Verhalten eines Phaseniibergangs erster Ordnung erkennbar.
Mit steigender Gittergrofie wachsen die Peaks und werden gleichzeitig schmaler. Thr Abstand bleibt im
thermodynamischen Limes endlich und fiihrt zu einer nichtverschwindenen latenten Warme (3.4). Die
Wahrscheinlichkeit, dass die Observable einen Wert zwischen den beiden Maxima annimmt, sinkt mit der
Gittergrofe. Die Oberflichenspannung (3.3) bleibt im thermodynamischen Limes endlich. Die Berechnung
der Oberflichenspannung und der latenten Warme durch einen entsprechenden Fitansatz, vgl. Tabelle 3.1,
findet sich in Abbildung 3.2 und ergibt

Lia
912t =0.32(1), o =0.0090(5).
3

Ein weiteres Indiz fiir einen Phaseniibergang stellt die Volumenabhéngigkeit der Suszeptibilitdt x 2
von p? dar. Man erwartet in diesem Fall eine Skalierung x,2 ~ L®. Dieses Verhalten wird, wie Abbil-
dung 3.3 (a) zeigt, tatséchlich beobachtet. Die Binder-Kumulante 3,2 bleibt bei einem Phaseniibergang
erster Ordnung endlich. In Abbildung 3.3 (b) ist die Kumulante {iber dem inversen Volumen aufgetra-
gen. Eine Beriicksichtigung fithrender Korrekturterme im Fitansatz ergibt im thermodynamischen Limes
B> = 0.0603(4).
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Abbildung 3.3: Volumenabhéngigkeit der Suszeptibilitit x,2 (a) und der Binder-Kumulante B> (b) bei A = 0.005

Unter Zuhilfenahme von (3.2) und unter Kenntnis des Exponenten v lisst sich die kritische Kopplung?*
K¢ im thermodynamischen Limes sehr genau bestimmen. Fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung gilt
v = 1/3. Korrekturterme sind daher in erster Ndherung proportional zum Gittervolumen. Auf einem end-
lichen Gitter miissen die pseudokritischen Kopplungen verschiedener Messgrofien nicht iibereinstimmen.
Dies gilt natiirlich nicht im thermodynamischen Limes, weshalb die Berechnung von k. mithilfe verschie-
dener Messgrofien eine gewisse Fehlerkontrolle erlaubt. Zu beriicksichtigen ist hierbei, dass die betrachte-
ten Messgrofien oft nicht unabhéngig voneinander sind. Die pseudokritischen Kopplungen wurden jeweils
iber das Minimum der Binder-Kumulante und {iber gleiche PeakhShen definiert. Eine Berechnung der
kritischen Kopplung k. (bei 8 = 2.0, A = 0.005) ergab:

ke = 0.357827(9).

3.4.2 Das Gebiet kontinuierlichen Uberganges

Fiir A = 0.02 kann ein Phaseniibergang erster Ordnung ausgeschlossen werden. Ein bei kleinen Gittern
vorhandenes Zwei-Peak Signal verschwindet, sofern auf geniigend grofien Gittern gemessen wird (Ab-
bildung 3.1(b)). Da das Kriterium gleicher PeakhShen mangels Zwei-Peak-Struktur hier nicht anwend-
bar ist, wurde neben dem Minimum der Binder-Kumulante die maximale Suszeptibilitdt als Kriterium
fiir die pseudokritische Kopplung herangezogen. In Abbildung 3.4(a) ist die Suszeptibilitdt x,» explizit
dargestellt. Ersichtlich wird die Bestimmung der Skalierung durch starke Korrekturterme bei kleinen
Gitterlingen L < 28 erschwert. Grofiere Gitter weisen im Allgemeinen in der kritischen Region hohere
Autokorrelationszeiten auf und erfordern hoheren Rechenaufwand. Die durch einen Fit bestimmten Werte
fiir a/v sind im Rahmen ihrer Fehler mit Null konsistent.5 Ein Fit unter Verwendung der Gittergréfen
L = 32 bis L = 48 fiihrte auf
a/v = —0.026(40).

Das Verhalten entspricht damit qualitativ demjenigen im London-Limes [8]. Insbesondere deutet die
fehlende Skalierung der Suszeptibilitdt nicht auf einen Phaseniibergang zweiter Ordnung mit stark von

4 Auch wenn genaugenommen ein Phaseniibergang erster Ordnung keine kritische Region aufweist, spricht man doch von

kritischen Kopplungen und kritischen Exponenten.
5Die Ergebnisse kénnen durchaus vom Fitalgorithmus abhingen, sollten jedoch im Rahmen ihrer Fehler konsistent sein.



3.4. PHASENSTRUKTUR FUR DIE DARSTELLUNG Q =1 46

115 T T ———— T T T 0.01
10} B T SO S =
¥ X 0.008

105 | B 1

100 F - * ] 0.006 o
& ' S5

% N 0.004 |

90 | T

0.002 | e
85F 1 >
T y = 121(18)7 0026040 - o y = 29(10) x [z — 8(7) x 1077095 -
80 = - - - - - - - 0k - y - y -
15 20 25 30 35 40 45 50 0 5e-05  0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003
L 1/V

(a) (b)

Abbildung 3.4: Volumenabhéngigkeit der Suszeptibilitét x,2 (a) und der Binder-Kumulante B2 (b) bei A = 0.02,
zusétzliche Fitkurven sind eingetragen

Null verschiedenem « hin.

Die Binder-Kumulante verschwindet im thermodynamischen Limes, vgl. Abbildung 3.4(b). Dies ist
konsistent mit der Annahme, dass hier kein Phaseniibergang erster Ordnung vorliegt. Die kritische Kopp-
lung wurde zu

ke = 0.376932(10)

bestimmt.

3.4.3 Der Ubergangspunkt

Eine interessante Fragestellung besteht darin herauszufinden, bei welcher quartischen Selbstkopplung
AEP sich das Phaseniibergangsverhalten #ndert. Der fragliche Endpunkt wurde durch eine Analyse der
Oberflichenspannung, latenten Warme und Binder-Kumulante des Higgskondensates eingegrenzt.

Im Falle eines Phaseniiberganges erster Ordnung sollte die mit L? multiplizierte Oberflichenspannung
divergieren, nach Abbildung 3.5(a) ist dies offenbar fiir A*¥' > 0.0080 nicht der Fall. Eine weitere Eingren-

zung des Endpunktes erfordert die Bestimmung obiger Observablen im thermodynamischen Limes. Ober-

Observable Korrekturterme Parameterbereich
Oberflachenspannung o, =0+a/L alle A
latente Wirme nga% = Lg‘—? +a/L3 A < 0.0065
ng—L =Ly ta/L 0.0065 < A < 0.00825
Pl — Lt A > 0.00825

Binder-Kumulante

Kopplung

BpZ,L = Bp2 —|—a/L3
sz,L = sz + a/L +b/L2
Ke, L = ke +al™ V"

A < 0.0065 & A > 0.0100
0.0065 < X < 0.0100
alle A

Tabelle 3.1: Die verwendeten Fitansitze und der durch x?/Freiheitsgrad bestimmte giiltige Parameterbereich des

Ansatzes (Q = 1)
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Abbildung 3.5: Volumenabhingigkeit der mit L? multiplizierten Oberflichenspannung (a); Minimum der Binder-
Kumulante (b); Sofern ein Phaseniibergang erster Ordung vorliegt, divergiert L?c und das Minimum der Kumu-

lante verschwindet nicht.

flichenspannung, latenten Wéarme und Binder-Kumulante nehmen in diesem Grenzfall endliche Werte an,
sofern ein Phaseniibergang erster Ordnung vorliegt. Sie verschwinden im thermodynamischen Limes im
Falle eines kontinuierlichen Uberganges. Allerdings wird die Bestimmung dieses Grenzwertes durch Kor-
rekturen aufgrund der endlichen Gittergréfen erschwert. Je nach Ansatz dieser Korrekturterme kénnen
die extrapolierten Ergebnisse deutlich voneinander abweichen. Da in der N&he des Endpunktes die fiihren-
den Korrekturterme unbekannt sind, wurde zur Auswahl der geeigneten Terme die jeweilige Fitqualitét
X% /Freiheitsgrad herangezogen. Fiir die Oberflichenspannung, latente Wirme und Binder-Kumulante
wurden die in Tabelle 3.1 angegebenen Fitansitze verwendet. Die Eingrenzung des Endpunktes erfolgte
nach zwei Kriterien. Beginnend bei kleinen A sinkt ab einen gewissen A\; der Wert der entsprechenden
Observablen stark. Ab Ay verschwinden die Werte der Observablen im thermodynamischen Limes. Der
gesuchte Endpunkt A\*” wurde durch die Abschitzung \; < A¥¥ < )\, eingegrenzt.

Eine Untersuchung der Binder-Kumulante unter der Fragestellung ihres Verschwindens im thermo-
dynamischen Limes ergibt 0.0065 < A*F < 0.0080. In Abbildung 3.5 (b) sind die Ergebnisse beider
verwendeten Fitansédtze dargestellt. Fiir A = 0.0080 verschwindet die Binder-Kumulante im thermodyna-
mischen Limes. Auf analoge Weise erhilt man aus der Oberflachenspannung 0.0065 < A¥F < 0.0075. Die
latente Warme hingegen erweist sich als problematisch. Hier war die Auswahl des geeigneten Fitansatzes
nicht immer eindeutig. Daher ist nur eine sehr grobe Abschitzung moglich: 0.0070 < AP < 0.0095. Der
Punkt, bei dem das Phaseniibergangsverhalten erster Ordnung endet und ein kontinuierlicher Ubergang
stattfindet, wird somit bei fixierten g = 2.0 zu

0.0065 < AP < 0.0080

bestimmt.6

SEine genauere Eingrenzung des fraglichen Endpunktes kann durch eine Analyse von Yang-Lee-Nullstellen der Zustands-

summe erfolgen. Dies liegt aufferhalb des Rahmens dieser Diplomarbeit.
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A 0.0043 0.0050 0.0055 0.0060 0.0065 0.0070
ke(\) | 0.356714(14) | 0.357827(9) | 0.358609(4) | 0.359361(10) | 0.360112(4) | 0.360855(3)
A 0.0075 0.00775 0.0080 0.00825 0.0085 0.00875
rko(\) | 0.361570(3) | 0.361922(2) | 0.362276(2) | 0.362624(2) | 0.362970(2) | 0.363316(2)
A 0.0090 0.00925 0.0095 0.00975 0.0100 0.0200
rko(\) | 0.363657(3) | 0.363997(3) | 0.364332(4) | 0.364661(4) | 0.364999(6) | 0.376932(10)

Tabelle 3.2: Kritische Kopplungen k. fiir Q = 1 bei fixiertem 8 = 2.0 und verdnderlicher quartischer Selbstkopp-

lung A im thermodynamischen Limes. Der Fitfehler ist angegeben.

3.4.4 Kritische Kopplungen

Die kritische Kopplung . ist als Extrapolation der pseudokritischen Kopplungen «. ;, bei endlichen Git-
tergréfen in den thermodynamischen Limes gegeben. Die pseudokritischen Kopplungen wurden durch die
Kriterien bzgl. des Higgskondensates definiert : Minimum der Binder-Kumulante, gleiche Héhe der Histo-
gramme bei auflosbarer Zwei-Peak-Struktur bzw. Maximum der Suszeptibilitdt. Allgemein erwies sich
die Skalierung der pseudokritischen Kopplungen als gering. Das durch die Binder-Kumulante bestimmte
Ke,r, wuchs mit dem Gittervolumen leicht an, die jeweils anders definierten pseudokritischen Kopplungen
veringerten sich hingegen. Aus jeder Kopplungsdefinition ergab sich ein Schitzungwert fiir die kritische
Kopplung im thermodynamischen Limes. Diese Schitzwerte wurden nach (2.20) fehlergewichtet kom-
biniert. Da bei der Herleitung dieser Formel statistische Unabhingigkeit vorausgesetzt wurde, ist zur
Fehlerabschitzung der maximale Fehler aus den jeweiligen Fits verwendet worden.

In jedem Fall wurde jedoch sichergestellt, dass die einzelnen Schitzungen der kritischen Kopplung
im Fehlerintervall des gemittelten Schitzwertes lagen. Um die Extrapolation nach (3.2) durchfiithren zu
kénnen, wurde zunichst der unbekannte Exponent v geschétzt. Da jede nach einem der obigen Kriterien
definierte pseudokritische Kopplung das Skalierungsverhalten (3.2) besitzt, kann fiir eine Bestimmung

von v sinnvollerweise ihre Differenz verwendet werden. Dann entfillt ein Fitparameter (x.) und es gilt:
AKZQL = aL_l/”.

Fir alle A < 0.0100 wurde 1/v = 2.9(4) gefunden. Im Falle von A = 0.0200 wurde hingegen 1/v =
1.7(5) bestimmt. Die Extrapolation wurde daher mit den Werten 1/v = 3 (A < 0.0100) und 1/v = 1.5

0.366 T
0364t Higgsphase . vvv v ] Abbildung 3.6: Die Phasenstruktur des abelschen Higgs-
o7 modells in der fundamentalen Darstellung nahe des End-
0.362 | \at punktes fiir fixiertes § = 2.0. Fehlerbalken der kritischen
< Linie sind aufgrund ihrer Kleinheit nicht darstellbar.
0361 A symmetrische Phase Messpaare (kc, Ac) sind aus Darstellungsgriinden durch
0358 ’A,x’ﬁ‘/ {Ubergang erster Ordning - & | ] Geraden verbunden. Messergebnisse mit (leer) und ohne
o Art diii}’::ii‘lﬁ;”[‘};ﬁ;‘:é . (ausgefiillt) Verwendung von Reweighting im Selbstkopp-

0.356 . .

0002 0,005 0.006 0007 0.008  0.009 lungsparameter A sind entsprechend abgebildet.

A

0.01  0.011



49 3.5. PHASENSTRUKTUR FUR DIE DARSTELLUNG @ = 2

(A = 0.0200) durchgefiihrt.
Die ermittelten kritischen Kopplungen sind in Tabelle 3.2 angegeben. Die Phasenstruktur des Modells
im betrachteten Parameterbereich ist in Abbildung 3.6 dargestellt.

3.4.5 Verhalten ausgewihlter Observablen

Das Verhalten der topologischen Variablen pmon und pano, sowie des Higgskondensates p? nahe der kri-
tischen Kopplung k. fiir fixiertes § = 2.0 und wahlweise quartische Selbstkopplungen A = 0.005 und
A =0.02 ist im Anhang A abgebildet.

3.5 Phasenstruktur fiir die Darstellung () = 2

Die Bemerkungen zu verwendeten Algorithmen und Methoden aus Abschnitt 3.4 iibertragen sich weit-
gehend auf den Fall Q = 2. Ein wichtiger Unterschied stellt eine Modifikation der Eichfeldaktualisierung

dar. Dabei wird anstelle von (2.5) der gednderte Vorschlag

2
On — 0, = Oy + 17 + 571-7" mod 27 (3.5)
verwendet, wobei 7/ € {0,...,Q — 1} eine von 7 unabhingige Zufallszahl darstellt. Fiir grofe « ist das

Eichfeld 0, , auf Belegungen der Art 6, , € {—m,0} eingeschrénkt. Eine Steuerung der Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit der Eichfeldaktualisierung nach (2.5) fiihrt zu sehr kleinen Skalenfaktoren ¢, da eine
Anderung des Eichwinkels um 7 iiblicherweise eine grofe Wirkungsianderung zur Folge hat. Es ist klar,
dass mit (3.5) ein Steckenbleiben in einer speziellen Z; Konfiguration der Eichwinkel verhindert wird.
Ein anderer Ausweg besteht darin, auf Akzeptanzsteuerung ganz zu verzichten [38]. Die Effizienz dieses

Verfahrens bleibt jedoch nachzuweisen.

3.5.1 Das Gebiet erster Ordnung

Fiir eine quartische Selbstkopplung von A = 0.02 weist das System einen Phaseniibergang erster Ordnung
auf. Neben einem beobachteten metastabilen Verhalten beziiglich einer Anderung der Kopplung « und der
entsprechenden Zwei-Peak-Struktur im Histogramm von p? unterstiitzen die in den thermodynamischen
Limes extrapolierten Werte der Oberflichenspannung, latenten Warme und Binder-Kumulante diese An-

nahme. Aufgrund der hohen Oberflichenspannung war eine Messung thermodynamischer Grofien nur auf

Observable Korrekturterme Parameterbereich
Oberflichenspannung op=0+a/L A= 0.02
Latente Warme % = Lgl—g‘“ +a/L? A=0.02
Binder-Kumulante B, = By +a/L? A =0.02
By =By +a/l?+b/L? A=0.2

Tabelle 3.3: Die verwendeten Fitansitze und der durch x?/Freiheitsgrad bestimmte giiltige Parameterbereich fiir

@ = 2 Messungen
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relativ kleinen Gittern mit Gitterlingen L = 8,10,12, 14 mdglich. Die extrapolierten Werte sind daher
mit héheren Fehlern behaftet als im Falle der () = 1-Studie. Mit den Fitansidtzen aus Tabelle 3.3 ergibt

sich

—0.42(3), o=0.025(6), B, = 0.058(5)

Die kritische Kopplung wurde zu
ke = 0.41870(6)

bestimmt.

3.5.2 Das Gebiet zweiter Ordnung

Die Vermutung, dass fiir eine Selbstkopplung A = 0.2 ein Ubergang zweiter Ordnung vorliegt, wird durch
mehrere Faktoren gestiitzt. So ist fiir geniigend grofie Gitter keine Zwei-Peak-Struktur erkennbar. Ein
Phaseniibergang erster Ordnung kann aber auch aus dem Verschwinden der Binder-Kumulante (Ab-
bildung 3.7(a)) und der Analyse des Skalierungsverhaltens der Suszeptibilitéit des Higgskondensates p?
ausgeschlossen werden. Letztere skaliert nicht linear mit dem Volumen (Abbildung 3.7(b)). Dass diese
GroRe iiberhaupt skaliert (und nicht wie etwa im Falle Q@ = 1 einen konstanten Wert annimmt, vgl.
Abbildung 3.4(a)) deutet auf einen tatsichlichen Phaseniibergang hin. Im London-Limes wurde ein Pha-
seniibergang zweiter Ordnung bereits nachgewiesen [12]. Ein weiteres Indiz stellt das starke Anwachsen
der Autokorrelationszeit mit der Gittergrofe dar (critical slowing-down). Diese hohe Autokorrelationszeit
schriankte die den Messungen zugénglichen Gitterlangen auf L < 28 ein. Es wurden demnach Messungen
auf Gittern der Seitenldngen L = 8,10, 12,16, 20, 24, 28 durchgefiihrt.

Zur Extrapolation der Daten in den thermodynamischen Limes miissen geeignete Fitansatze gewihlt
werden. Viele Ansatze der Finite-Size-Scaling Theorie benétigen dazu jedoch die Kenntnis entsprechender
Exponenten. Sofern diese nicht vorliegen, kénnen sie als Parameter allgemeiner Fitfunktionen aus den
vorhandenen Daten bestimmt werden. Dazu ist allerdings eine sehr gute Datenqualitit notwendig. An-
dererseits kann man versuchen, die Daten durch Terme invers zu Potenzen der Gitterlinge anzupassen.
Welcher Fitansitz der geeignete ist, kann durch die Fitqualitit y?/Freiheitsgrad bestimmt werden. Hier
wird nun folgender Weg eingeschlagen: Zunéchst erfolgt durch eine Analyse des dritten Momentes M3 g, .
des Wirkungsbestandteiles S,k eine Bestimmung der kritischen Exponenten v und «.. AnschlieRend wird
eine Uberprufung der Hyperskalenrelation vorgenommen und die kritische Kopplung ermittelt.

Das dritte Moment einer Observablen O ist dabei definiert als

Mo = (0~ (0)) = 1 [(0%) = 3(0%)(0) +2(0)"].

Dieses Verfahren kam bereits bei entsprechenden Untersuchungen im London-Limes zum Einsatz [38][54].
Dort geben die Autoren an, dass sich die Bestimmung der kritische Exponenten aus dritten Momenten
von Wirkungsbestandteilen als giinstiger erwies, als eine traditionelle Analyse des Skalierungsverhaltens
ihrer Suszeptibilitdten.

Die Analyse von M3 g, , nutzt das Skalierungsverhalten der in Abbildung 3.8 dargestellten Zwei-Peak-
Struktur. Aus der Kopplungsdifferenz Ax beider Extrema lasst sich der Exponent v bestimmen. Aus dem

Abstand AM3 von Maximum und Minimum des dritten Momentes hingegen ergibt sich (1+ «)/v. Durch
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Abbildung 3.7: Abhéngigkeit der Binder-Kumulante und Suszeptibilitit des Higgskondensates von der Gittergrofe

Einsetzen von v gewinnt man so den Exponenten «. In Abbildung 3.9 sind die entsprechenden Kopp-
lungsdifferenzen bzw. Peakabstinde iiber der verwendeten Gitterlinge in einem doppel-logarithmischen
Plot aufgetragen.

Um zu verhindern, dass das Verwenden zu kleiner Gitterlangen die ermittelten Werte der kritischen
Exponenten verfilscht, wurde der lineare Fit jeweils mit den m = 7,. .., 3 groften Gittern durchgefiihrt.
Fiir m < 6 stimmen die ermittelten Werte fiir die Exponenten jeweils iiberein. Die Schwankungen der er-
mittelten Werte in Abhéngigkeit von m dienen zur Fehlerabschétzung. Die kritischen Exponenten wurden

nach diesem Verfahren zu
v =0.490(15), (14 «)/v =3.0(1), und somit o =0.47(10)

bestimmt. Diese Werte sind konsistent mit der Annahme v = 1/2 und « = 1/2. Als wichtige Folgerung
ist damit die Hyperskalenrelation oo = 2 — dv erfiillt. Fiir Systeme unterhalb ihrer kritischen Dimension
(ab der die Molekularfeld-Naherung exakt wird) ist dies generell zu erwarten. Hier kann diese Relation
als nicht-trivialer Test der verwendeten Methode angesehen werden.

Ein traditioneller Weg der Bestimmung kritischer Exponenten besteht in der Messung zweiter Momen-
te (z.B. Suszeptibilitit) einer geeigneten Messgrofe (hier des Higgskondensates). In Abbildung 3.7(b) wur-
de die Suszeptibilitdt mit einem beziiglich der Gitterlinge linearen Fit und einem Potenzfit beschrieben.

Beide Ansétze sind konsistent mit den vorhandenen Daten. Das Verhiltnis /v kann so zu 0.7 $ o/v S 1

= L(1+a')/v

2 ;

g

3

=

é Abbildung 3.8: Das dritte Moment eines Wirkungsbe-

5 standteiles weist eine Zwei-Peak-Struktur auf. Thr Ska-
lierungsverhalten ermdglicht die Bestimmung von v und

L a. Nach [38]

Kopplung
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Abbildung 3.9: Bestimmung von v (a) und (1 + a)/v (b) aus dem Verhalten des dritten Momentes von Siink

abgeschitzt werden. Ausgehend von obig ermittelten Exponenten gilt a/v &~ 1. Die Verwendung der
Suszeptibilitidt liefert somit zumindest ein konsistentes Ergebnis.

Bedingt durch spiirbaren Einfluss von Korrekturtermen zweiter und héherer Ordnung erwies es sich
als schwierig, die kritische Kopplung genau zu bestimmen. Nach folgenden zwei Fitansitzen, welche beide

die Daten sehr gut beschreiben, wurde die entsprechende kritische Kopplung zu

ke = 0.5518(4), Ansatz: k¢ = ke + al/L2 + ag/L3
ke = 0.5533(5), Ansatz: k.1 = K.+ a1/L + ay/L?

errechnet. Nachfolgend wird daher der Wert x. = 0.5526(12) verwendet.

3.5.3 Monopolketten

Eine Betrachtung der Monopoldichten und anderer topologischer Messgrofien fiir x 2> k. deutete iiber-
raschenderweise auf ein metastabiles Verhalten hin. In Abbildung 3.10 sind Monopol-und ANO-String-
dichte wihrend einer ungewdhlich langen Thermalisierungphase dargestellt. Ausgehend von einem ,Warm-
start” relaxiert das System zunéchst zu einer geringeren Anzahl von Monopolen und ANO-Strings. Diese
Reduktion wird nach ca. 2000 Sweeps unterbrochen und ein metastabiles Regime erreicht. Da hier xk > .
gilt, sollten die Dichten der topologischen Messgréfien ndherungsweise verschwinden. Nach ca. 7400 Sweeps
sinken Monopoldichte und ANO-Stringdichte tatsdchlich und der Gleichgewichtszustand wird eingenom-
men. Die zwischenzeitliche Metastabilitdt wurde bei verschiedenen Selbstkopplungen A\ jeweils in der
Higgsphase festgestellt. Dabei wurden Relaxationszeiten bis zu 250000 Sweeps beobachtet.

An den in Abbildung 3.10 markierten Messungpunkten wurden die Monopol- und ANO-Stringposi-
tionen aufgenommen. Die zugehorigen Abbildungen finden sich in Anhang A. Sie lassen sich wie folgt
qualitativ verstehen. Wie weiter oben beschrieben, bilden ANO-Strings entweder geschlossene Schleifen
oder enden an (Anti-)Monopolen. Da jeweils @) = 2 ANO-Strings von jedem (Anti-)Monopol ausgehen,
bilden die durch die ANO-Strings induzierten topologischen Objekte geschlossene Linien, auf denen die
(Anti-)Monopole kettenartig aufgereiht scheinen. Die topologische Stuktur dieser Monopolketten 14sst
sich durch die Zahl von Windungen um das Torusgitter in den drei méglichen Richtungen beschreiben.

Eine Anderung der Windungszahl ist bei lokalen Aktualisierungsverfahren nur méglich, wenn sich zwei
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Abbildung 3.10: Monopoldichte (a) und ANO-Stringdichte (b) in Abhéngigkeit der Monto Carlo Zeit. Ein meta-
stabiles Verhalten wird beobachtet. Fiir die hervorgehobenen Messwerte sind die Positionen der Monopole und
ANO-Strings im Anhang dargestellt.

Monopolketten in einer Elementarzelle des Gitters treffen, d.h. eine Uberschneidung auf dem dualen
Gitter vorliegt. Die Persistenz der Metastabilitdt erklédrt sich nun eventuell daraus, dass dieser Fall bei
einer geringen ANO-Stringdichte selten eintritt. Eine weiterfilhrende Analyse von Monopolketten findet
sich in [55].

3.5.4 Verhalten ausgewihlter Observablen

Die in Abschnitt 3.4.5 beschriebenen Observablen sind im Anhang A fiir die quartischen Selbstkopplungen
A =0.02 und )\ = 0.2 nahe der kritischer Kopplung . abgebildet.






Kapitel 4

Der Photonpropagator

4.1 Definition

4.1.1 Der Propagator der abelschen Eichtheorie

Sei die euklidischen Wirkung einer skalaren Feldtheorie in der Pfadintegraldarstellung gegeben und die

Impulsfreiheitsgrade bereits ausintegriert.
1 1
St6) = [ dtogola)Mole) + AVIG) = 5(6.26) + V)

Hier wurde eine suggestive! und abkiirzende Schreibweise fiir das Integral eingefiihrt. Das erzeugende
Funktional Z[J] ist definiert als

Zx(J)=N"1 /Dqs e SBI+(1:9) (4.1)

Dies kann auch als
Z\(J) = /duM(¢)e*AV(¢>+(=”¢),

geschrieben werden, wobei das Maf}
dpni(¢) = (det 2rM 1) "2 Dpe™ 7 (9M)

verwendet wurde. Die Normierungskonstante N' wurde hierbei geeignet gewihlt. Im Falle einer freien
Theorie A = 0 lasst sich das erzeugende Funktional leicht berechnen. Sofern man den Ausdruck (4.1) nicht
als formalen Ausdruck auffafit, muss die euklidische Raum-Zeit diskretisiert werden. Dadurch wird das
Funktionalintegral iiber unendlich viele Feldkonfigurationen in ein gewShnliches Mehrfachintegral iiber
endlich viele Freiheitgrade iiberfiihrt. Dieses Integral zerfillt in das Produkt einfacher Gaufintegrale [18].
Man findet

Z() = [ dups(8)e9) = A0, (4.2)

LAuf dem Gitter geht das Integral in ein Summe iiber und dem Integralkern eines Operators M entspricht eine Matrix

usw.

55
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Der Propagator C(z’,z) einer Theorie mit dem Feld ¢ kann als 2-Punkt-Green-Funktion definiert
werden: 2
_ I Déd(a)g(a’) e 517!
Z(0)
1 52
= Zx(J .
romEE ),

C(a',2) = (0T [¢(2")$(2)]|0) =: (¢(z')(x))

Allgemein l3sst sich die n-Punkt-Green-Funktion aus dem erzeugenden Funktional durch entsprechendes

funktionales Ableiten gewinnen:

G (... ) = [Z,\(O) 5J(x1) ...6J(xn)Z/\(J)] =0

Wenn die Lagrangedichte nur quadratisch vom Feld abhingt, kann der Propagator gleich aus der La-
grangedichte abgelesen werden. Aus dem Vergleich mit (4.2) zeigt sich, dass der Propagator C(a’, z) der
freien Theorie dem inversen Integralkern des quadratischen Anteils der Lagrangedichte entspricht.
Verschiedene Lagrangedichten, die dieselbe Wirkung bestimmen, sind physikalisch dquivalent. Durch
partielle Integration kann die Lagrangedichte (1.17) in eine jeweils geignetere umgeformt werden.? Anstelle

von (1.17) kann also auch £; bzw. £, verwendet werden, mit

1
L= _§Au(5WDE —0,0,)A,
bzw.
1 1 )
Ly = —§AM(6WDE)AV — 5(61,141,) .

Die Wirkung (1.16) wird dadurch nicht beeinflufit. Nach diesem Prozedere kann aus £, der inverse

-1
%

Propagator D, abgelesen werden:

l)_1 0.8 (SHVDE — 6M8V.

nv

Leider besitzt dieser Operator kein Inverses, da sein Kern nicht-trivial ist [56]. Sei f = 0, g eine Gradien-
tenfunktion, dann gilt
D,y 0,9 o (8,,0p0, — 9,0r)g = 0

Ein Ausweg besteht darin, eine Eichfixung an dem Feld A, vorzunehmen. Dazu wird zur Lagrangedichte

ein Eichfixierungsterm hinzugefiigt.
L=L1+Lgr
1 1
=— §AH(5WDE —0,0,)A, + 5(8,“4“)2 (4.3)

Diese Lagrangedichte ist unter Verwendung von partiellen Integrationen dquvialent zu

1 1
L= —§A#(5#,,DE —(1— X)a"&’)AV

Es ergeben sich die Bewegungsgleichungen

1
(5/w|:|E - (1 - X)a/zau)Au = Oa

2Falls verschiedene Felder bzw Feldkomponenten existieren, so werden entsprechend viele Propagatoren bzw. Propaga-

torkomponenten definiert und die Definition entsprechend verallgemeinert.
3Unter der Annahme, dass A, im Unendlichen verschwindet.
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sowie der inverse Propagator:

_ 1
D, =—6,0p+(1— X)auay.

Man geht nun iiber zur Impulsdarstellung und gewinnt als den inversen Operator den Photonpropagator

D, im Impulsraum.

Dwuo=§a®w+c»—n%§ﬂ (4.4)

Gebrauchliche Eichfixierungsbedingungen sind A = 1 (Feynman-Eichung) und A = 0 (Landau-Eichung).
Im letzteren Fall erzwingt der Lagrange-Multiplikator die Divergenzfreiheit des Eichfeldes, d.h. 9,4, = 0,
vgl. (4.3).

4.1.2 Der Propagator im abelschen Higgsmodell auf dem Gitter

Der Photonpropagator im Kontinuum ist als 2-Punkt Korrelationsfunktion des Eichfeldes definiert. Im
Impulsraum ist der Propagator D,, daher gegeben als?

Dy () = (AP A, () (4.5)

Hierbei bezeichne A . die Fouriertransformierte des Eichfeldes A,,. Der Propagator ist per Definition eich-
abhéangig. In dieser Arbeit wurde die Landau-Eichung gewéhlt, da diese kovariante Eichung in vielen
Untersuchungen von Eichpropagatoren in QED, z.B. [57][58][59], und QCD, z.B. [60][61][62][63], verwen-
det wurde. Auf dem Gitter ist diese Eichung durch die Minimierung des Eichfunktionals G gegeben

g[Oé] = Z COS(en,u - an,,u, + OénJre#”u,) — Imax (46)

n,

Aus der notwendigen Forderung

folgt

> [sin(On.p,) — sin(0n )] =0 (4.7)

1

Dies entspricht im Kontinuumslimes 0,4, = 0, also der Landau-Eichung. Auf dem Gitter in drei Di-
mensionen wird der Propagator analog zu (4.5) definiert. Die Identifikation des Eichfeldes mit einer
entsprechenden Gittergrofe ist allerdings nicht eindeutig. Im Weiteren wird die Sinus-Darstellung (1.26)
in modifizierter Form verwendet. Da das Eichfeld A, ,, auf dem Gitter durch Links représentiert wird,
dient die Menge {z | z = n + %e,} als sein natiirlicher Tréiger.

1. B .
Apite,n= w sin(f,,,) = \/gsm(Qn#)

Allerdings verkorpert der Gitterabstand a keinen der Simulation direkt zuginglichen Parameter. Es wird
daher die bis auf den Vorfaktor dquivalente Identifikation

Apite, o =sin(bn)

4Vektoren werden nur besonders gekennzeichnet, falls Verwechslungen zu befiirchten sind
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verwendet. Auf dem Gitter ist das fouriertransformierten Eichfeld durch den folgenden Ausdruck gegeben
- 1 omi 53 ku (nv+3680,)
Ap = N7 Z SRR ‘ Antde,p

Der (einheitenlose) Photonpropagator® im Impulsraum ergibt sich damit nach (4.5) als

Dy (P) = (Au(B) A (~F)

Die Gitterimpulse p,, hingen mit den ganzzahligen Fourierimpulsen k, wie folgt zusammen ©

wk L
in 2k, e{0,41,... £~
a L;L ) H { 9 }
Im Fall eines Systems bei Temperatur null (gleiche Gitterliangen in zeitlicher und rdumlicher Richtung)

ist der Propagator im Kontinuumslimes rotationsinvariant, d.h. eine Funktion des Impulsbetrages. Der

allgemeinste Ansatz fiir einen rotationsinvarianten und reellen Tensor zweiter Stufe D,,, ist
puby F(p?)
Dy (P) = P (D) D(p?) + %p—g (4.8)
Der transversale Projektionsoperator P, ist durch

PubPv
p2

P, =06u — (4.9)
gegeben und besitzt, wie man leicht nachpriift, die Eigenschaften

P;LVPU)\:P,U,/\a P#p:d—].

Die transversalen (D) und longitudinalen (F’) skalaren Strukturfunktionen lassen sich aus dem Propagator

wie folgt herausprojizieren”

F(p*) =puDyuw (D)py
D) = PP D) = 7 [ Dot~ 5

Als Folge der auf einem endlichen Gitter nur ndherungsweise erfiillten Rotationsvarianz streuen die Struk-
turfunktionen fiir benachbarte Impulsbetrige (Abbildung 4.6). Aus dem Vergleich von (4.8) und (4.9) mit
(4.4) ist ersichtlich, dass der Propagator der reinen Eichtheorie im Kontinuum in der Landau-Eichung
transversal und masselos ist, d.h.

1
»
Erstere Eigenschaft wird in der Landau-Eichung generell erwartet. Im Fall des abelschen Higgsmodells

(4.10)

ist die transversale Strukturfunktion allerdings nicht mehr von obiger einfacher Gestalt. Es wurde ad hoc

folgender Zusammenhang angenommen

ZmQa

2\
D(p°) = B(p2(i+e) 4 m2(1+a))

+C (4.11)

5In Kontinuumseinheiten gilt stattdessen DE,, =f3/a Dyy.
6Die Seitenldngen der betrachteten Gitter seien ganzzahlig.
7 Aufgrund der Rotationsinvarianz der Strukturfunktionen sei 77 ein beliebiger Impulsvektor mit 52 = p2.
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Dieser Ansatz beinhaltet vier Fitparameter. Er wurde bereits erfolgreich angewendet um den Photonpro-
pagator der reinen U(1) Eichtheorie [51] und den Propagator im London Limes des abelschen Higgsmo-
dells zu beschreiben [50]. Ahnliche Ansiitze wurden in [60][61] zur Charakterisierung des Gluonpropagator
verfolgt. Den Fitparametern kann folgende Bedeutung zugewiesen werden:

e 7 ist der Renormalisierungsfaktor der Wellenfunktion
e m die Masse des Propagators

e « die anomale Dimension

o ( stellt einen Kontaktterm dar.

Wie in [51] gezeigt, stimmt der Massenparameter mit der Polyakov-Naherung [7] fiir die durch das
Monopol-Antimonopol Plasma erzeugten Debye-Masse iiberein. Der Parameter C entspricht einer o-

artigen Kontaktwechselwirkung und hat keinen langreichweitigen Einfluss.

4.2 Landau-Eichfixierung

Nachfolgende Ergebnisse beziehen sich auf das Higgsmodell in der fundamentalen Darstellung () = 1 mit
B = 2.0 und fiir die quartische Selbstkopplung A = 0.02. Typischerweise wurde auf 40% Gittern gemes-
sen. Bei anderen Selbstkopplungen und in der Darstellung (Q = 2 wurde dasselbe qualitative Verhalten
festgestellt.

4.2.1 Landau-Eichung und Dirac-Strings

Die Eichfixierung (4.6) wird praktisch realisiert [51][64] als Abfolge lokaler Eichtransformationen im
folgenden Sinne: Die beziiglich eines Gitterplatzes n lokalen Transformationsfelder «,,, besitzen die Form

Oy, = nwan,m

Eich- und Higgsfelder transformieren sich dann nach (1.31). Es sei zunéchst n = 1, die Bedeutung dieses
Vorfaktors als Uberrelaxationsparameter wird weiter unten beschrieben. Jede Eichtransformation kann
in eine Sequenz lokaler Eichtransformationen zerlegt werden. Dasjenige w bei dem das Eichfunktional in
einem lokalen Fixierungsschritt maximal erhoht wird, ldsst sich leicht aus Bedingung (4.6) bestimmen.

Ein lokaler Fixierungschritt maximiert lokal das Eichfunktional

G (w) = D (co8(0n u — ) + €08 (B, +w)) — max

14

= cos(w) Z (cos O, + cos Hn—e,“u) + sin(w) Z (sin O, — sin en—ewu) (4.12)
I I

Die Forderung -2 G'°® = 0 ergibt schlieRlich

Zu (sin O, — sin en—eu,u)

4.13
Zu (cos O, + cOS en—ewu) ( )

tan(w) =

Die G'°° maximierende Losung ist eindeutig modulo 27.
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Der grundlegende Ablauf des Eichfixierungsalgorithmus besteht in der sukzessiven Anwendung lokaler
Eichtransformationen, bis sich das Eichfunktional unter ihrer Wirkung nicht mehr wesentlich &ndert. Eine
genaue Beschreibung des Algorithmus findet sich im nachsten Abschnitt. Es ist nicht garantiert, dass
durch eine Folge lokal optimaler Fixierungsschritte ein globales Maximum des Eichfunktionals tatséchlich
erreicht wird oder erreichbar ist. Es gibt verschiedene Ansitze einem derartigen Maximierungsproblem
in hochdimensionalen Rdumen zu begegnen.

Eine Mbglichkeit bietet die Uberrelaxation (overrelazation). Durch die Wahl von 7 € (1,2] wird nicht
die lokal optimale Eichtransformation verwendet. Auf diese Weise erhoht sich oft die Konvergenzge-
schwindigkeit des Algorithmus [65]. Zudem wird das Festsetzen in einem lokalem Maximum in gewissem
Umfang vermieden. Schnellste Konvergenz wurde fiir  ~ 1.8 erzielt, dies deckt sich mit den Ergebnissen
aus [51]. Fiir die Wahl = 2 bleibt das Eichfunktional invariant. Im Weiteren wird aus Analogie mit
Spiegelungsschritten in Monte-Carlo Aktualisierungsverfahren dieser Fall als mikrokanonisch bezeichnet,
obwohl hier strenggenommen keine Wirkung sondern ein Eichfunktional konstant bleibt. Die Moglichkeit
der Verwendung mikrokanonischer Fixierungsschritte wurde in dieser Arbeit (in etwas abgewandelter
Form) erstmalig ausgenutzt.

Indem der Fixierungsalgorithmus auf verschiedene eichdquivalente Startkonfigurationen angewendet
wird, d.h. auf die urspriinglichen Felder oder auf N Kopien der urspriinglichen Feldkonfigurationen, die
durch z.B. zufallsbestimmte Eichtransformationen auseinander hervorgehen, kann das Maximierungspro-
blem weiter entschirft werden. In diesem Fall wahlt man dasjenige Maximum mit dem gréfiten Eich-
funktional als globales Maximum. Dem liegt die Annahme zugrunde, dass sich eine oder im giinstigen
Fall mehrere Startkonfigurationen im Attraktionsgebiet eines globalen Maximums befindet. Die Werte
nicht eichinvarianter Observablen im besten gefundenen Maximum hingen bei ungeniigender Qualitét
der Eichfixierung von der Anzahl Ng der eichdquivalenten Kopien ab. Umgekehrt signalisiert ein Plateau
der Observablenwerte in Abhangigkeit von N eine hinreichend gute Eichfixierung. Fiir die folgende Dis-
kussion wurde 7 = 1.8 gewé&hlt. Dies fithrt zu einer schnellen Konvergenz des Eichfixierungsalgorithmus.
Es wird spéater klar werden, dass diese Wahl fiir die Messung des Propagators nicht vorteilhaft ist.

Eine genauere Untersuchung des Eichfixierungsalgorithmus enthiillte einen direkten Zusammenhang
zwischen Eichfunktional des lokalen Maximums und der dort gemessenen Dirac-Stringdichte. Speziell
fithrt eine Maximierung des Eichfunktionals zur Minimierung der Dirac-Stringdichte, dies deckt sich mit
[61]. Dieses Verhalten ist ein echtes Ergebnis der Landau-Eichung und wurde nicht algorithmisch im-
plementiert. Tatsdchlich 1asst sich in der Villain-Approximation dieser Zusammenhang analytisch zeigen
[51].

In der symmetrischen und in Higgsphase ist das Problem der Maximierung des Eichfunktionals von
unterschiedlicher Qualitdt. In Abbildung 4.1 ist die Dirac-Stringdichte iiber dem Eichfunktional fiir 195
eichfixierte Konfigurationen aufgetragen. In einem Fall wurde lediglich die Originalkonfiguration fixiert,
d.h. Ng = 0, im anderen Fall wurden Ng zusédtzliche Versuche durchgefiihrt. Zum einen ist ersichtlich,
das die Dirac-Stringdichte linear mit dem Eichfunktional abnimmt. Weiterhin ist offensichtlich, dass in
keiner der beiden Phasen ein Fixierungsversuch ausreichend ist. In der Higgsphase geniigen anscheinend
61 Versuche, um das globale Maximum tatséchlich zu finden. Indizien dafiir sind die geringe Streuung des
Eichfunktionals knapp unter 0.955, sowie die effektive Reduktion der Dirac-Stringdichte um ca 75%. In
der symmetrischen Phase ist das Verhalten jedoch anders. Sogar mit Ng = 170 zusétzlichen Versuchen

ist die Minimierung der Dirac-Stringdichten und die Maximierung des Eichfunktionals weniger effizient.
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Abbildung 4.1: (a) Eichfixierung mit 1 bzw. 171 Versuchen in der symmetrischen Phase, k = 0.376 (b) Eichfixierung
mit 1 bzw 61 Versuchen in der Higgsphase, xk = 0.378

Die grofe Streuung des Eichfunktionals 14sst vermuten, dass das globale Maximum hier selten erreicht
wird. Die Auswirkungen einer nicht hinreichend genauen Eichfixierung auf den Propagator werden in
einem nachfolgenden Abschnitt vorgestellt.

Die eichabhéngigen Dirac-Strings auf dem dualen Gitter bilden entweder offene Diraclinien, die paar-
weise Monopole und Antimonopole verbinden, oder sie formen geschlossene Schleifen. In der symmetri-
schen Phase sind grofie Ansammlungen von Dirac-Strings vorhanden und es ist nicht moglich einzelne
Schleifen aufzulésen. Dieses gitterbedingte Problem stammt daher, dass die Zusammengehdrigkeit und
der Verlauf beim Zusammentreffen mehrerer Diraclinien/Schleifen innerhalb einer Gitterzelle nicht festge-
stellt werden kann. Lokale Fixierungsschritte kénnen zum Schrumpfen und letztendlichen Verschwinden
von Diracschleifen fithren. Aus der gemessenen Dirac-Stringdichte lasst sich schlussfolgern, dass keine das
Gitter umspannenden Diraclinien vorhanden sind. Eine persistente Existenz derartiger Diraclinien wére
auf das Fehlen globaler Aktualisierungen der Eichfelder zuriickzufiihren. Thr Einfluss auf den Propagator
im Falle der reinen Eichtheorie wurde in [66] genauer untersucht. Da derartige Diraclinien hier nicht auf-
treten, scheinen globale Eichfixierungsschritte unnétig und lokale Eichfixierungsalgorithmen ausreichend
fiir die Minimierung der Dirac-Stringdichte zu sein. Monopolpaare verbindende Diraclinien kdnnen durch
eine Eichtransformation nicht verschwinden. Allerdings kann sich ihr Verlauf und damit ihre Linge im

Laufe der Eichfixierung &ndern.

Die Ausnutzung der Korrespondenz zwischen Dirac-Stringdichte und Eichfunktional deutet auf ein
mogliches Szenario des Maximierungsproblems. Ein lokales Maximum des Eichfunktionals tritt demnach
ein, sofern keine Diracschleifen mehr vorhanden sind und Monopolpaare verbindende Diraclinien ihre
Lange individuell minimiert haben, zumindest soweit dies mit einer Eichtransformation méglich ist. Die
Paarung der Monopole und Antimonopole wird bei der Eichfixierung friihzeitig festgelegt und ist dann,
bei einer geringen Zahl von Dirac-Strings, nur schwer &nderbar. Ein globales Maximum entspricht einer
speziellen Paarung mit minimaler Dirac-Stringdichte. In der symmetrischen Phase existiert ein dichtes
Plasma aus Monopolen und Antimonopolen mit neutraler Gesamtladung (Abbildung 4.2). Daher ist eine
Vielzahl von Paarungen méglich und die Anzahl der lokalen Maxima des Eichfunktionals grof. In der

Higgsphase herrscht ein diinnes Gas aus Dipolen, d.h. nahe benachbarten Monopol-Antimonopolpaaren,
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(a) (b)

Abbildung 4.2: Visualisierung einer Eichkonfiguration: Monopole (rot/hell), Antimonopole (blau/dunkel) und

Dirac-Strings (Linien) sind nach einer Eichfixierung in der symmetrischen Phase (k = 0.376) dargestellt. Ausge-
hend von der gleichen nicht-eichfixierten Konfiguration wurde der optimierte Fixierungsalgorithmus (siehe Text)
angewendet. Im Fall (a) wurde der Uberrelaxationsparameter n = 1.9 verwendet, in (b) dagegen n = 1.997.
Die Eichkonfiguration (b) besitzt eine geringere Dichte von Dirac-Strings und ein héheres Eichfunktional. Die
Auswirkung von 7 auf die Eichfixierung wird im Text erldutert. Monopole belegen in beiden Féllen die gleichen

Gitterplétze, da sie eichinvariant und so nicht von Parametern des Fixierungsalgorithmus abhéngig sind.

vor. Somit sind wesentlich weniger Paarungen méoglich. Zudem ist das globale Maximum auf dem Niveau
der Dirac-Stringdichten in vielen Féllen eindeutig. Die optimale Paarung wird durch die Dipolstruktur
bereits impliziert. Dieses Bild erklért, weshalb es in der symmetrischen Phase im Vergleich zur Higgsphase
so schwierig ist, ein globales Maximum des Eichfunktionales zu finden. Die Komplexitét dieses Problems
ist vergleichbar mit dem Auffinden von Grundzustinden in Spingldsern. Allerdings sind weitere Studien

notig, um dieses Szenario zu erhirten, vgl. insbesondere [51] und [67].

4.2.2 Der Fixierungsalgorithmus

Der Algorithmus in seiner einfachsten Form besteht aus folgenden grundlegenden Schritten

1. Erzeugen neuer (kontinuierlicher) Felder aus den originalen Feldern bzw. durch Anwendung einer

Zufallseichtransformation.

2. Anwenden lokaler Eichtransformationen (7 € [1,2]) auf die neuen Felder sukzessive beziiglich jedes
Gitterplatzes. Die Wirkung aller Eichtransformationen wird in einer einzigen Eichtransformation

G; aufsummiert.
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3. Beenden, sofern die Anderung des Eichfunktionals unter ein kritischen Wert fallt.

4. N¢g mal: Beginn bei 1), ansonsten: Diejenige von allen Eichtransformationen G; € {1,..., Ng + 1}

wahlen, die zum gréften Eichfunktional fiihrt.

Nun kénnen eichinvariante Observablen gemessen werden. Daran anschliessend wird der Monte-Carlo-
Algorithmus fortgesetzt.

Ein Algorithmus, der diesem Schema streng folgt, wird im Weiteren als rein kontinuierlicher Fixie-
rungsalgorithmus bezeichnet. Die Eichfixierung mit kontinuierlichen kompakten Feldern ist sehr zeitauf-
wandig. Im Sinne eines dquivalenten, aber schnelleren Algorithmus wurden in dieser Arbeit mehrere Ver-
besserungen eingefiihrt. Die Implementationen wurden besonders in der symmetrischen Phase getestet,
da dies die beziiglich Maximierung des Eichfunktionals kritische Region darstellt. Zunédchst wurden die
Auswirkungen der Einschrdnkung der Linkvariablen auf die diskrete Untergruppe Zy C U(1) untersucht.

Hierbei werden Linkwinkel und folglich auch die Eichtransformationen auf diskrete Werte € Zy ab-
gebildet. Die Diskretisierung bietet den entscheidenen Vorteil, dass kostspielige, trigonometrische Funk-
tionen in (4.13) nicht mehr verwendet werden miissen. Stattdessen werden fiir alle N Belegungen der
diskreten Linkwinkel die Werte dieser Funktionen einmal zu Beginn des Programmes berechnet und in
einer Tabelle abgelegt.

Eine weitere Beschleunigung wurde durch eine Préaselektion erzielt. Die Idee besteht darin, Ng + 1
diskrete Fixierungsversuche durchzufiihren, allerdings nur bis zum Erreichen einer schwachen Abbruch-
grenze (¢p). Dann wird diejenige Eichtransformation, die zum bislang gréften Eichfunktional fiihrt, auf
die urspriingliche Feldkonfiguration angewendet. Anschliessend werden die so erhaltenen, noch nicht exakt
eichfixierten Felder, einer weiteren Eichfixierung mit einem harten Abbruchkriterium unterzogen, d.h. die
erlaubte Anderung des Eichfunktionales ist sehr klein. Der Priselektion liegt die intuitive Vorstellung zu-
grunde, dass wihrend der Préselektionsphase der Algorithmus eine spezielle Paarung von Monopolen und
Antimonopolen auswéahlt. Im zweiten Schritt findet lediglich eine Feinabstimmung statt, d.h. vorhandene
Diracschleifen werden entfernt und Monopol-Antimonopolpaare verbindende Diraclinien minimieren ihre
Lange. Es erscheint plausibel, dass daher dem ersten Schritt eine besondere Bedeutung zukommt, will
man ein globales Maximum des Eichfunktionals tatsichlich finden.

Beide Ideen wurden derart kombiniert, dass in der Priselektionsphase die diskrete Eichfixierung mit
einem Uberrelaxationsparameter 7)p eingesetzt wurde. Anschliessend wurde die diskrete Eichfixierung, die
das bislang grofite Eichfunktional ergab, in den Bereich [—7,7) abgebildet und auf die Ausgangsfelder
angewendet. Die gewonnenen kontinuierlichen Felder wurden nun einer Eichfixierung mit einem Uberrela-
xationsparameter 1 unterworfen, bis ein hartes Abbruchkriterium erfiillt war. Dieser Algorithmus wird
im Folgenden als optimierter Eichfixierungsalgorithmus bezeichnet. Im Vergleich zum kontinuierlichen
Algorithmus ist der optimierte Algoritmus etwa 10-mal schneller.

Erste Tests zeigten zunichst, dass der optimierte Fixierungsalgorithmus mit N = 256 auf einem 403
Gitter im Mittel zu einem geringeren Eichfunktional fiihrte. Wurden jedoch N = 65536 Diskretisierungs-
stufen verwendet, so ergaben optimierter und rein kontinuierlicher Fixierungsalgorithmus im Rahmen
der statistischen Fehler dasselbe maximale Eichfunktional. Die speziellen Werte fur NV erkldren sich aus
der Implementierung der Zy als C-short bzw. C-integer Zahlen. Die genaue Wahl der Abbruchkriterien
hingt von der Eichfunktionallandschaft und damit von Gittergrofe, Kopplungparametern und Uber-
relaxationsparametern 7p, nr ab. Durch Ergebnisse entsprechender Tests wurden die Abbruchgrenzen
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Abbildung 4.3: (a) Eichfunktional und (b) Dirac-Stringdichte nach der Eichfixierung mit dem optimierten bzw.

kontinuierlichen Algorithmus in Abhéngigkeit von 7. Die Algorithmen sind im Text beschrieben.

geeignet gewahlt. Insbesondere wurde sichergestellt, dass die Bedingung (4.7) stets hinreichend gut erfiillt

war.

Es wurde oben angedeutet, das 7p = 1.8 zwar zu einer schnellen Konvergenz des Fixierungsalgorithmus
fiihrt, jedoch aus einem anderen Grund nicht vorteilhaft sei. In Abbildung 4.3 ist das Eichfunktional bzw.
die Dirac-Stringdichte fiir verschiedene Wahlen np < 2 dargestellt. Nur fiir Werte von np ~ 2 wird ein
neues Plateau mit hoheren Eichfunktionalen und ca 30% geringeren Dirac-Stringdichten erreicht. Zum
Vergleich sind die Ergebnisse des rein kontinuierlichen Algorithmus mit den entsprechenden Wahlen fiir n
dargestellt. Wie oben erwdhnt stimmen sie mit den Resultaten der optimierten Eichfixierung im Rahmen

der Fehler iiberein.

Eine andere Realisierung der Eichfixierung ist durch die alternierende Anwendung mikrokanonischer
(n = 2) und nicht-mikrokanonischer (n < 2) Fixierungsschritte gegeben. Dies fiihrte im Vergleich zur
Eichfixierung mit np =~ 2 zu sehr dhnlichem Konvergenzverhalten. Dabei wurde der relative Anteil der
mikrokanonischen Fixierungsschritte erhoht, so dass im Mittel das gleiche Eichfunktional wie im Fall
des optimierten Fixierungsalgorithmus mit gegebenen np erreicht wurde. Es wurde in beiden Féllen eine
dhnliche Zahl von lokalen Fixierungsschritten Niier benotigt.

Ungliicklicherweise steigt Njier stark an, wenn man versucht, durch die Wahl von np zu hdheren
Eichfunktionalen zu gelangen. Die Wahl von nnp = 1.997 anstelle von nnp = 1.80 bewirkt einen 15—20fachen
Anstieg der Anzahl von Fixierungsschritten. Derjenige Wert von np 5 2, bei dem (aus Griinden des
Rechenaufwands) noch mindestens 50 unabhingige Messungen des Photonpropagators vorgenommen
werden konnten, war np = 1.997. Dieser Wert befindet sich am Rand des neuen Plateaus mit hherem
Eichfunktional und einer geringeren Dirac-Stringdichte.

Fiir 2—n = 0.02 ist zusétzlich der Einfluss der Anzahl der Fixierungsversuche Ng+1 auf Eichfunktional
und Dirac-Stringdichte aufgezeigt. Es stellte sich heraus, dass das Verringern von 2—1 wesentlich effektiver
ist, bezogen auf die Gesamtanzahl der Eichfixierungsschritte Niter X (N + 1), als das Erhéhen von Ng,
um ein vergleichbares Eichfunktional zu erzielen.

Nach diesen Untersuchungen wurden die Eichfixierungsparameter standardméifig wie folgt gewahlt:
Als schwaches Abbruchkriterium wurde £p = 1/(3 x L3) verwendet, als hartes Abbruchkriterium & =
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1078/(3 x L?) mit L = 40. Die Uberrelaxationsparameter wurden zu np = 1.997 und nr = 1.9 bestimmt.
Desweiteren wurde N = 50 festgelegt.

4.3 Der Propagator fiir () =1

Alle Messungen wurden bei einer fixierten Eichkopplung 8 = 2.0 durchgefiihrt. Die Wahl ldsst sich damit
begriinden, dass bei kleineren 3 das Monopolplasma in der symmetrischen Phase dichter ist, welches die
Eichfixierung zusétzlich erschwert. Wahlt man ( hingegen zu groff, sinkt die Monopoldichte rapide und
ihr Einfluss auf die Propagatormasse kann nicht mehr studiert werden. Aufierdem ermdéglicht 5 = 2.0

einen Vergleich zu fritheren Arbeiten im London-Limes.

4.3.1 Autokorrelationszeiten

Um die Korrelationen aufeinanderfolgender Propagatormessungen abschéitzen zu kdnnen, wurden die in-
tegrierten Autokorrelationszeiten 7, der Monopoldichten pmon und der quadratischen Higgslinge p? nach
der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen selbstkonsistenten Methode bestimmt. In der symmetrischen Phase
ist die Autokorrelationszeit 7, wesentlich grofier als die entsprechenden Korrelationszeit 7,2. Wie in Ab-
bildung 4.5 dargestellt, betrigt die maximale gemessene Autokorrelationszeit im Phaseniibergangsgebiet
erster Ordung ca. O(100). Da bei den betrachteten Gittergréfen (L = 40) kein Tunneln auftritt, entspre-
chen diese Werte den Korrelationszeiten in den jeweiligen metastabilen Phasen. Im Falle der gréfseren
quartischen Selbstkopplung werden héhere Autokorrelationszeiten bis zu (O(1000) an den Messpunkten
beobachtet. Die Autokorrelationanalyse wurde verwendet, um die Messintervalle des Propagators geeig-
net einzustellen und damit statistisch (fast) unabhingige Feldkonfigurationen zur Propagatormessung

auszuwéahlen.

4.3.2 Die Auswirkung der Eichfixierung

Um den Propagator auf einem 40? Gitter zu messen, erfolgten Messungen von 50 (fast) unabhéingigen Kon-
figurationen (getrennt durch 720 Monte-Carlo Sweeps) in der symmetrischen Phase und 100 Konfigura-
tionen (getrennt durch 360 Sweeps) in der Higgsphase jeweils fiir die beiden quartischen Selbstkopplungen
A = 0.005 und X\ = 0.02. Die Gitterldnge L = 40 wurde aus verschiedenen Griinden gew#hlt. Ein grofieres
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Abbildung 4.6: Tmpulsabhingigkeit von p?D(p?) fiir A = 0.005 bei x = 0.3579 in der metastabilen Region (a) in
der symmetrischen Phase (b) in der Higgsphase

Gitter verringert den Einfluss von Randtermen und fiihrt zu geringeren Schwankungen in verschiedenen
thermodynamischen Observablen, z.B. der Monopoldichte. Auerdem verhindert diese Wahl ein Tunneln
zwischen den metastabilen Phasen fiir kleine Selbstkopplungen A. Die Eigenschaften des Propagators in
beiden metastabilen Phasen konnten so unabhingig voneinander untersucht werden. Schliefllich erlaubt
ein grofleres Gitter eine hohere Anzahl von Stiitzstellen zur Bestimmung des Propagators bei kleinen
Impulsen, also in jenem Impulsbereich, der groffen Einfluss auf die Fitergebnisse besitzt. In Abbildung
4.6 ist exemplarisch der mit p? multiplizierte Strukturfaktor D(p?) in der metastabilen Region bei kleinen
Selbstkopplungen dargestellt. Das System befand sich dabei abhingig von den Startbedingungen jeweils
in einer mit der symmetrischen oder der Higgsphase assozierten metastabilen Phase.

Der Propagator wird durch den Fitansatz (4.11) sowohl in der symmetrischen Phase als auch in der
Higgsphase gut beschrieben. Bei kleinen x besitzt p?> D(p?) ein Maximum bei mittleren Impulsen, welches
in der Higgsphase verschwindet. Unabhiingig davon verschwindet p® D (p?) bei sehr kleinen Impulsen. Die
Strukturfunktion des Propagators im abelschen Higgsmodell wichst damit langsamer fiir p — 0 als im

Falle eines freien Propagators (4.10). Nach dem Fitansatz ist die transversale Strukturfunktion sogar
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Abbildung 4.7: Die Fitparameter (a) Z, (b) «, (¢) m und (d) C in Abhéngigkeit von 7

endlich fiir p — 0.

Da in jedem lokalen Maximum des Eichfunktionals die longitudinale Strukturfunktion des Propaga-
tors verschwindet, kann aus ihrem Verhalten nicht auf die Qualitdt der Eichfixierung geschlossen werden.
Der Einfluss einer ungeniigenden Fixierung auf die transversale Strukturfunktion hingegen ist in Abbil-
dung 4.7 dargestellt. Die Abhingigkeit der Fitparameter Z und o von dem Uberrelaxationsparameter
n ist evident. Diese Fitparameter imitieren damit das Ubergangsverhalten (fiir 2 —n = 10~'...1072)
von Eichfunktional und Dirac-Stringdichte (vgl. Abbildung 4.3) zwischen zwei Plateaus. Dies lisst stark
vermuten, dass zwischen Dirac-Stringdichte und den Fitparametern Z bzw. a ein enger Zusammenhang
besteht. Es ist nicht auszuschlieffen, dass das verwendete 17 = 1.997 nicht hinreichend grof ist, um weitere
Anderungen unter die Prozent-Grenze zu senken. Vermutlich ist fiir eine detaillierte Studie der Einsatz
neuer Algorithmen notwendig bzw. eine um einiges hohere Rechenleistung. Der Vergleich der dargestellten
Fitergebnisse mit den Resultaten, die mit n = 1.8 fiir die reine U(1) Eichtheorie [51] bzw. das abelsche
Higgsmodell im London Limes [50] erzielt wurden, zeigt, dass dort Z und « vermutlich ca. 20-30% zu
grofs sind. Masse m und Kontaktterm C' sind ndherungsweise unabhéngig von 7. Dies deutet darauf hin,

dass sie durch den (eichunabhingigen) Monopolanteil bestimmt werden.



4.3. DER PROPAGATOR FUR Q =1 68

A 3' @ )
2. | 0.15 o
x
2f 1 0.1}
A = 0.005 j A = 0.005
15} : 0.05¢
* o' symmetrische Phase Ke ! :-e-: symmetrische Phase Ke !
t o-! Higgsphase m;m o o o Of :o: Higgsphase C;ﬁ,:)g 4] ) )
0.353 0.354 0.355 0.356 0.357 0.358 0.359 0.36 0.353 0.354 0.355 0.356 0.357 0.358 0.359 0.36
R R
(a) (b)
M} e symmetrische Phase c B '
o | Higgsphase o B - -
061 i 1 0.004 { PO B
0.5}
0.002
oal A =0.005 A = 0.005
oF
. - . - symmetrische Phase
031 - = "0 ek "o | Higgsphase
0.353 0.354 0.355 0.356 0.357 0.358 0.359 0.36 0.353 0.354 0.355 0.356 0.357 0.358 0.359 0.36
K R

() (d)

Abbildung 4.8: Die Fitparameter des Propagators auf einem 40° Gitter bei A = 0.005 als Funktion von &: (a) Z,
(b) o, (c) m, (d) C

4.3.3 Ergebnisse fiir die transversale Strukturfunktion

Die Fitparameter fiir die Messungen bei kleiner quartischer Selbstkopplung nahe des Phaseniiberganges
erster Ordnung werden in Abbildung 4.8 gezeigt. Alle Parameter weisen eine Diskontinuitdt am (zum
unendlichen Volumen extrapolierten) kritischen k¢ auf. Eine metastabile Region ist deutlich zu erken-
nen. Durch Anndherung an x¢ aus der Richtung héherer bzw. niedriger x wird die jeweilige metastabile
Phase erreicht. Die anomale Dimension « springt von einem deutlich positiven Wert in der symmetrischen
Phase auf null in der Higgsphase. Die stark mit x anwachsende Masse des Propagators in der Higgsphase
wird durch den Higgsmechanismus hervorgerufen. Fiir kleine s bedingt das dichte Monopolgas eine De-
byemasse der Propagators. Die Masse ist in diesem Gebiet nur schwach von der Kopplung x abhingig in
Ubereinstimmung mit dem Verhalten der Monopoldichte (Abbildung A.1).

Die Ergebnisse der Fitparameter fiir grole Selbstkopplungen A\ = 0.02 stimmen qualitativ mit den-
jenigen im London Limes iiberein (Abbildung 4.9). Damit lasst sich schlussfolgern, dass der Propagator
hauptséichlich durch die kompakte Phase des Higgsfeldes beeinflusst wird. Nahe xc weist die Masse ein
klares Minimum auf. Dieses wird durch das Wechselspiel von Debyemasse (verringert sich mit wachsendem
 im Einklang mit der Monopoldichte) und pertubativer Higgsmasse (wichst mit « stark an) hervorge-
rufen. Die anomale Dimension sinkt kontinuierlich von positiven Werten auf Null und wird nirgends

eindeutig negativ. Man kann daher schlussfolgern, dass das kompakte Eichfeld einen positiven Beitrag
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Abbildung 4.9: Die Fitparameter des Propagators auf einem 40% Gitter bei A = 0.02 als Funktion von «: (a) Z,
(b) o, (c) m, (d) C

zur anomalen Dimension bewirkt, der einen eventuell negativen Beitrag durch das dynamische Higgsfeld
aufwiegt [40][41].
Der Ubergang der Fitparameter ist kontinuierlich fiir grokRe A und nicht stetig im Gebiet des Phasen-

iiberganges erster Ordnung.

4.4 Der Propagator fiir () = 2

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse wurden mit den gleichen Methoden erzielt, welche im
vorangegangenen Abschnitt ausfiihrlich besprochen wurden. Der Propagator wurde bei drei verschiedenen
Kopplungen A = 0.02 (tief im Bereich 1.0rdnung), A = 0.08 (Ubergangsbereich 1.—2. Ordnung) und
A = 0.2 (2.0rdnung) gemessen. Wahrend die Gittergrofe L = 40 fiir kleine quartische Selbstkopplungen
niitzlich ist, um ein Tunneln zwischen den metastabilen Phasen zu vermeiden, stellt diese Gittergrdfie fiir
grofere Kopplungen ein Problem dar. In diesem Fall liegt ein Phaseniibergang zweiter Ordnung vor. Hier
ist, bedingt durch ein starkes Anwachsen der Autokorrelationszeit mit der Gittergréfie in der kritischen
Region, bei gleichem Aufwand von Rechenzeit auf gréferen Gittern eine geringere Anzahl statistisch

unabhéngiger Messungen moglich.
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4.4.1 Autokorrelationszeiten

Um die sehr zeitaufwéindige Eichfixierung effizient einzusetzen, wurden Messungen des Propagators in
Absténden Z, 27y, durchgefiihrt. Die integrierten Autokorrelationszeiten der Observablen p? und ppon
sind im Anhang in den Tabellen A.2-A.3 aufgefiihrt. Es wurden keine Observablen mit wesentlich hheren
Autokorrelationszeiten gemessen. Es sind die Anzahl der Propagatormessungen, das Intervall zwischen
aufeinanderfolgenden Messungen, der verwendete Uberrelaxationsparameter 1p und das schwache Ab-

bruchkriterium £p angegeben. Nicht-erwidhnte Gréfien entsprechen den Werten fiir die () = 1 Messungen.

4.4.2 Ergebnisse fiir die transversale Strukturfunktion

Fiir die transversale Strukturfunktion D(p?) wurde der Fitansatz (4.11) verwendet. Die Ergebnisse fiir
die drei Bereiche A = 0.02 (Gebiet erster Ordnung), A = 0.08 und A = 0.02 (Gebiet zweiter Ordnung)
sind in den Abbildungen 4.10-4.12 dargestellt.

Erwartungsgem&f imitiert die Strukturfunktion das sprunghafte Verhalten der thermodynamischen
GroRen am Phaseniibergang erster Ordnung (Abbildungen 4.10). Die ebenfalls sichtbare Hysterese deu-
tet auf einen stark ausgeprigten Phaseniibergang erster Ordnung hin. Ein qualitativer Unterschied zum
Verhalten in der fundamentalen Darstellung () = 1 findet sich in der anomalen Dimension. In der meta-
stabilen Region der Higgsphase wird « negativ. Die Masse bleibt endlich und verhalt sich damit dhnlich
zum Fall @ = 1, nimmt jedoch wesentlich kleinere Werte an.

Die Ergebnisse von A = 0.08 und A = 0.2 sind qualitiv gleich, obwohl fiir das kleinere A\ nicht mit
Sicherheit geklért ist, ob es sich hier um eine Phaseniibergangsbereich zweiter Ordnung oder (schwacher)
erster Ordnung handelt. Ausgehend von positiven Werten tief in der symmetrischen Phase wird in der
Umgebung der kritischen Kopplung «. die anomale Dimension negativ. Das Minimum fillt im Rahmen
der Genauigkeit mit der kritischen Kopplung zusammen. Mit wachsenden k steigt o wieder an und
strebt zu verschwindenden Werten. Fiir kleine « ist zu vermuten, dass die Ladung des Higgsfeldes keine
ausschlaggebende Rolle spielt. In diesem Fall sind die Ergebnisse von () = 2 mit denen von @ = 1
vergleichbar. Insofern 13sst sich ein positives a analog zu ( = 1 durch das Plasma von Monopolen und
Antimonopolen und damit verbundenen Abschirmeffekten erklaren.

Ein &hnliches Verhalten wie die anomale Dimension weisen auch der Renormierungsfaktor Z und die
Masse m auf. Letztere nimmt in der kritischen Region sehr kleine Werte an und verhalt sich damit anders
als im Fall Q@ = 1 (vgl. Abbildung 4.9). Die anomale Dimension wird negativ, erreicht aber nicht den
vorhergesagten Wert o ~ —0.5 [10]. Die Berechnung stiitzt sich unter anderem auf die Annahme einer
verschwindenen Masse. Dass a tatsdchlich einen groferen Wert annimmt, konnte so als Indiz fiir eine
nicht-verschwindende Masse des Propagators gewertet werden. Weiterhin ist der Einfluss der Monopol-
ketten (vgl. Abschnitt 3.5.3) auf das Propagator- und Phasenstrukturverhalten weitgehend unverstanden.
Es erscheinen daher weitere Studien nétig, um die Frage nach einer verschwindenden Propagatormasse

endgiiltig zu klédren.
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Zusammenfassung

Die Arbeit beschiftigte sich mit Aspekten der Phasenstruktur und dem Photonprogator des 3D-abelschen
Higgsmodells in der kompakten Gitterformulierung. Als einfachste Eichtheorie mit angekoppelten gela-
denen Materiefeldern ist sie Gegenstand aktueller Forschung.

Neben einer Wiederholung und Erweiterung quantenfeldtheoretischer Grundlagen bestand meine Vor-
bereitung in der Erarbeitung der Grundprinzipien von Gittereichtheorien. Eine weitere wesentliche Kom-
ponente der vorliegenden Arbeit ist der Umgang mit Monte-Carlo-Verfahren und weiteren Methoden der
numerischen statistischen Physik. Insbesondere wurden folgende Elemente algorithmisch realisiert:

e Neben der Adaption eines Metropolis-Algorithmus wurde ein Warmebad-Algorithmus implemen-
tiert. Da letzterer eine geringere Autokorrelationszeit besitzt, ist er, sofern moglich, der Anwendung
des Metropolis- Algorithmus vorzuziehen. Es wurden weiterhin diverse Programme zur Fehleranalyse
nach der Jackknife-Methode erarbeitet.

e Zur Bestimmung von Erwartungswerten von Observablen iiber einen gréfleren Kopplungsbereich
und zur Kombination von Messreihen bei verschiedenen Kopplungen kam Reweighting nach dem
Kombinationsverfahren und nach der Ferrenberg-Swendsen-Methode zum Einsatz. Damit war es
moglich, durch die Betrachtung von Suszeptibilititen und Binder-Kumulanten den Phaseniibergang

qualititiv (Art des Uberganges) und quantitativ (kritische Kopplungen) zu beschreiben.

e Wihrend sich die Messung von Wirkungsbestandteilen und topologischen Observablen als wenig
problematisch herausstellte, erwies sich die Bestimmung des Photonpropagators (als eine nichtlokale
eichabhingige Observable) als herausfordernd. Eine genaue Analyse des gebrduchlichen Algorith-
mus zur Eichfixierung ermdglichte hier substanzielle Verbesserungen. Dazu wurde einerseits eine
effektivere Verwendung der Uberrelaxation postuliert. Zum anderen ermdglichte der Einsatz einer
Priaselektion in Verbindung mit Eichtransformationen einer diskreten Untergruppe der U(1) eine

Beschleunigung des Algorithmus um eine Gréflenordnung.

Die Implementation und der Einsatz der eben beschriebenen Simulations- und Analyseverfahren erlaubte
eine genaue Bestimmung der Phasenstruktur des Modells und eine Charakterisierung des Photonpropa-
gators bei einer fixierten Eichkopplung 5 = 2.0. Die wesentlichen Ergebnisse sind im einzelnen:

e Die Phasenstruktur des Modells wurde in den zwei Darstellungen (Q = 1, @ = 2) untersucht. In
der fundamentalen Darstellung findet bei Variation von & fiir kleine Selbstkopplungen A < AFF ein
Phaseniibergang erster Ordnung statt. Diese bei anderen Eichkopplungen bereits bekannte Tatsache

konnte durch die Betrachtung von Suszeptibilitidten und Binder-Kumulanten des Higgskondensates

75
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bestétigt werden. Eine Analyse der entsprechenden Histogramme ermdglichte zudem die Bestim-
mung der Oberflichenspannung und der latenten Warme. Fiir kleine x befindet sich das System in
der symmetrischen Phase, welche durch einen Erwartungswert des Higgskondensates p? ~ 1 gekenn-
zeichnet ist. Fiir eine starke Wechselwirkung zwischen Materiefeld und Eichfeld (grofie <) geht das
System in die Higgsphase iiber (p? > 1). Die in Anhang A gegebenen Abbildungen sind konsistent
mit der allgemeinen Uberzeugung, dass der Ubergang zwischen symmetrischer Phase und Higgs-
phase mit einem confined-deconfined Ubergang der topologischen Defekte einhergeht. Wihrend
die confined-Phase ein dichtes Plasma aus Monopolen aufweist, sind in der deconfined-Phase die
Dichten topologischer Defekte sehr klein. Aufierdem bilden Monopole und Antimonopole neutrale
Dipolpaare.

e Sofern in der fundamentalen Darstellung geniigend grofie Selbstkopplungen betrachtet werden (A >
AEP) | verschwindet der Phaseniibergang erster Ordnung. In diesem Gebiet konnte fiir hinreichend
grofle Volumina keine Volumenabhingigkeit der Suszeptibilitit beobachtet werden. Demnach liegt
moglicherweise kein Phaseniibergang vor. Alternativ kénnte dieses Verhalten auf einen Phaseniiber-
gang zweiter Ordnung mit o =~ 0 oder einen Kosterlitz-Thouless-artigen Ubergang hindeuten. In der
Darstellung @@ = 2 ldsst das Skalierungsverhalten der Suszeptibilitdt des Higgskondensates einen

Phaseniibergang zweiter Art vermuten.

Erst kiirzlich wurde in [12] die Verwendung dritter Momente der Wirkung zur Bestimmung kritischer
Exponenten vorgestellt. Mithilfe dieser Methoden wurden in dieser Arbeit die Exponenten v und
« fiir eine ausgew#hlte Selbstkopplung bestimmt. Dies erlaubte einen expliziten Test der Hypers-
kalenrelation. Sie ist im Rahmen der Fehler erfiillt. In beiden Darstellungen stehen die gefundenen
Ergebnisse fiir grofie Selbstkopplungen nicht mit den bekannten Resultaten aus dem London-Limes
im Widerspruch. Dies deutet darauf hin, dass in diesem Gebiet tatsédchlich die Phase des Higgsfeldes,
nicht jedoch der Betrag, die entscheidende Rolle bei der Festlegung der Phasenstruktur spielt.

e Fiir die fundamentale Darstellung konnte der Ubergangspunkt AEP auf 0.0065 < AEP < 0.008 ein-
gegrenzt werden. Im Vergleich zu einer kiirzlich erfolgten Studie bei einer kleineren Eichkopplung
(B = 1.1 [49]) erwies sich die genaue Bestimmung des Ubergangspunktes hier als wesentlich aufwiin-
diger und schwieriger. Zudem ist die erreichte Eingrenzung trotz des Einsatzes hoher Ressourcen
nicht génzlich befriedigend.

e Fiir viele Selbstkopplungen A\ wurden die kritischen Kopplungen «.(\) durch Extrapolation pseu-
dokritischer Kopplungen in den thermodynamischen Limes berechnet. Das resultierende Phasen-
diagramm fiir die fundamentale Darstellung ist in Abbildung 3.6 gezeigt.

e In der Darstellung () = 2 konnten theoretisch vorhergesagte Cluster von ANO-Strings und Monopo-
len, z.B. in Kettenform, nachgewiesen werden. Eine weiterfiihrende Analyse ist bereits ver6ffentlicht
[65].

e Der Photonpropagator wurde in den Gebieten erster und nicht-erster Ordnung in beiden Darstellun-
gen gemessen. Eine Bestimmung der Masse und der anomalen Dimension des Propagators erfolgte

durch einen Fitansatz. Dabei zeigte sich, dass die Fitparameter des Propagators dem Verhalten
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thermodynamischer Observablen in Bezug auf die Art des Phaseniiberganges folgen. Insbesonde-
re wiesen sie nicht-stetiges Verhalten sowie eine Hysterese im Gebiet des Phaseniiberganges erster
Ordnung auf.

Weit aufierhalb der kritischen Region ist das Verhalten der Fitparameter des Propagators nahezu
unabhingig von der betrachteten Darstellung. Nahe der kritische Kopplung gilt dies jedoch nicht
mehr. In der fundamentalen Darstellung entwickelt die Propagatormasse dort ein Minimum, bleibt
aber endlich. Der beobachtbare Abfall ist in der Darstellung ) = 2 wesentlich stirker ausgeprigt
und es ist nicht ganz auszuschliefien, dass die Masse im thermodynamischen Limes verschwindet.
Allerdings ist diese Frage bei der gegebenen Genauigkeit noch nicht eindeutig zu beantworten.
Wihrend die anomale Dimension fiir Q = 1 in der symmetrischen Phase deutlich positive Werte
annimmt und beim Ubergang in die Higgsphase verschwindet, wird sie fiir Q = 2 in der kritischen
Region negativ. Dieser Fund lasst sich moéglicherweise mit der geringen Masse des Propagators
und dem Einfluss des dynamischen Higgsfeldes erkliren, siehe [10]. Ein solides Verstindnis steht

allerdings noch aus.

Die Messung des Propagators erforderte die vorherige Durchfiihrung einer Eichfixierung. Eine ge-
naue Analyse des gebrduchlichen Verfahrens wies die Moglichkeit eines effektiven Einsatzes der
Uberrelaxation auf. Eine Beschreibung des so verbesserten Eichfixierungsalgorithmus zusammen
mit einer kurzen Phasenstrukturanalyse und den Ergebnissen fiir den Propagator in der fundamen-
talen Darstellung ist auch in [68] zu finden.

Diese Arbeit beabsichtigt keineswegs eine erschopfende Behandlung des 3D-abelschen Higgsmodells.

Stattdessen bleiben viele Fragen, die mogliche Schwerpunkte einer aufbauenden und weiterfithrenden

Arbeit sein kénnten, offen, so z.B.:

e Eine genauere Bestimmung des Ubergangspunktes A", bzw. Ermittlung von \¥7(3).

e Der Einsatz dritter Momente zur Bestimmung kritischer Exponenten (fiir @) = 2) iiber einen grofie-

ren Selbstkopplungsbereich und Vergleich mit den Ergebnissen im London-Limes. Hierzu wire die
Entwicklung neuartiger Algorithmen wiinschenswert, um die hohe Autokorrelation bei moderaten
Gittergrofen (L > 30) senken zu kénnen. Mogliche Kandidaten scheinen Wurmalgorithmen [69] zu

sein.

Eine eingehendere Studie der topologischen Defekte und ihrer Auswirkungen auf den Photonpro-

pagator.

Die Messung des Propagators bei Anwesenheit von Materiefeldern mit héheren Ladungen. Der Fall
(Q = 3 scheint besonders interessant, da hier im London-Limes fiir gewisse Eichkopplungen ein

Phaseniibergang erster Ordnung vorliegt [38].






Anhang A

Tabellen und Bilder
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Abbildung A.1: Das Verhalten von p? (oben), pmon (mitte) und pano (unten) iiber einen gréferen Kopplungsbereich

(links) bzw. nahe der kritischen Kopplung k. = 0.35782(1) (rechts) fiir verschiedene Gittergrofen im Gebiet erster

Ordnung: @ =1, 8 = 2.0, A = 0.005. Ein Sprung in den Observablen an x. wird erst sichtbar, wenn die typische

Dauer fiir einen Phasenwechsel die Messdauer tibersteigt. Dies trifft auf L = 40 zu. Der Einsatz von Reweighting

nach der Kombinationsmethode (rechts) erlaubt eine optimale Fehlerbestimmung der einzelnen Messgrofien.
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Abbildung A.2: Das Verhalten von p? (oben), pmon (mitte) und pano (unten) iiber einen gréferen Kopplungsbereich

(links) bzw. nahe der kritischen Kopplung x. = 0.376936(15) (rechts) fiir verschiedene Gittergrofen im kontinuier-

lichen Ubergangsgebiet: Q = 1, 3 = 2.0, A = 0.02. Der Einsatz von Reweighting nach der Kombinationsmethode

(rechts) erlaubt eine optimale Fehlerbestimmung der einzelnen Messgrofen.
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Abbildung A.8: Das Verhalten von p2 (oben), pmon (mitte) und pano (unten) bei @ = 2 und § = 2.0. Links: A =
0.02, Ubergangsgebiet erster Ordnung. Eine Hysterese ist deutlich erkennbar. Rechts: A\ = 0.2, Ubergangsgebiet

zweiter Ordnung. Die kritischen Kopplungen (ohne Fehler), die von den pseudokritischen Kopplungen bei endlichen

Gittergrofen stark abweichen kénnen, sind jeweils eingezeichnet.
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A.3 Monopolketten

(8)

Abbildung A.4: Monopol- und ANO-Stringpositionen nach (a) 300 (b) 3000 (c) 4700 (d) 5100 (e) 6100 (f) 6200
(g) 7000 (h) 7400 Monte Carlo Sweeps. Die Messung fand auf einem 16° Gitter bei Q = 2, § = 2.0, x = 0.56,
A = 0.08 statt. Fiir weitere Erkldrungen siehe Text.
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A.4 Autokorrelationzeiten und Parameter der Propagatormes-

sungen

Die folgenden Tabellen beziehen sich auf den Fall Q = 2 (Abschnitt 4.4.1). Die entsprechenden An-
gaben fiir die fundamentale Darstellung (Q = 1 finden sich in Abschnitt 4.3.2.

L K Tint,p? | Tint,pmon | Messintervall | Messungen np Ep x3x L3
24 | 0.45 5.2 270 5000 100 1.997 0.1
0.478 274 267 5000 200
0.479 61.3 480 5000 200
0.480 106 498 10000 100
0.481 313 631 10000 100
0.482 | 11991 6129 10000 100
0.4825 | 18750 | 11108 20000 150
0.483 | 7253 4910 10000 200
0.4835 | 1518 500 10000 100
0.484 88.2 53.3 10000 100
0.487 30.8 19.6 5000 100
40 | 0.45 5.4 282 1000 108 1.997 1.0
0.478 32.7 404 1000 100
0.480 115 792 3000 126
0.481 370 675 5000 105
0.482 1555 1107 >5000 135
0.4824 | 4063 2991 10000 60
0.4826 | 8095 4811 10000 60
0.483 | 9829 7575 >10000 140
0.4835 | 261 153 10000 72
0.484 7 47 5000 126
0.487 29.1 16.6 1000 100

Tabelle A.1: Autokorrelationszeiten der Observablen p? und pmon im Ubergangsgebiet (A = 0.08). Die angegebenen

Grofien werden im Text erlautert.
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L K Tint,p? | Tint,pmon | Messintervall | Messungen | 7np ¢p x 3 x L | metast. Phase
40 | 0.417 | 22.3 477 10000 50 1.997 1.0 symm.

0.4185 | 82.4 373 >10000 50
0.419 480 745 >10000 70
0.4192 | 1355 1520 >10000 50
0.419 145 43 10000 80 1.988 1.0 Higgs
0.4192 | 106 26.6 10000 80
0.4195 | 90.5 25.2 10000 80
0.42 58.7 16.3 10000 80
0.43 174 14.9 10000 80

Tabelle A.2: Autokorrelationszeiten der Observablen p? und pmon im Gebiet erster Ordnung A = 0.02. Die ange-

gebenen Grofien werden im Text erldutert.

L K Tint,p? | Tint,pmen | Messintervall | Messungen | np | &p x 3 x L3
24 0.54 11.6 155 1000 80 1.997 0.1
0.545 38.2 413 5000 60
0.5475 108 549 5000 60
0.549 1606 1710 10000 60
0.550 2351 2206 10000 70
0.5505 | 7763 5826 10000 70
0.5510 | 3971 3193 10000 70
0.5515 | 800 540 10000 70
0.553 64.4 58.1 5000 60
0.555 44.7 53.1 5000 60
0.56 18.8 18.8 2000 80
0.57 12.9 11.7 1000 90
40 | 0.549 498 685 2000 60 1.997 1.0
0.55 2213 2435 10000 60
0.5505 | 1626 1250 10000 50
0.551 1908 1476 10000 42
0.553 51.6 46.2 2000 45
0.56 17.7 15.8 2000 45

Tabelle A.3: Autokorrelationszeiten der Observablen p? und pmon im Gebiet zweiter Ordnung )\ = 0.2. Die ange-

gebenen Grofien werden im Text erldutert.
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